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Zusammenfassung

Da die spate Entdeckung von Fehlern in einem Schaltkreisdesign hohe Kosten verursacht,
nimmt die Bedeutung der Verifikation und Validierung zu. Deutlich wurde dies 1994 mit
dem ,Pentium Bug®. Seit dieser Zeit werden verstarkt Verfahren zur Verifikation von
arithmetischen Schaltkreisen, insbesondere der Division, untersucht.

Im Bereich der Hardwareverifikation sind Entscheidungsdiagramme die wichtigsten Da-
tenstrukturen zur Repréasentation boolescher Funktionen. Allerdings konnte 1998 gezeigt
werden, dass die Berechnungsstirke der bekannten Entscheidungsdiagramme nicht aus-
reicht, um die Division effizient darstellen zu koénnen.

In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz zur Verifikation von Dividiererschaltkreisen vor-
gestellt, bei dem durch eine Transformation vermieden wird, die Division als Entschei-
dungsdiagramm darstellen zu miissen. Mit diesem Verfahren ist erstmals eine vollstandig
automatische Verifikation der nonrestoring Division nur durch den Einsatz von Entschei-
dungsdiagrammen moglich.

Stichworter:

formale Verifikation, bindre Entscheidungsdiagramme, K¥BMD, nonrestoring Division

Abstract

Late detection of design errors typically results in higher costs, therefore the importance
of design verification and validation increases. This was especially shown in 1994 by
the “Pentium bug”. Since then the effort put into the verification of arithmetic circuits,
particularly division, has increased.

In the area of the hardware verification decision diagrams are the most important data
structures for the representation of boolean functions. However, in 1998 was shown that
the representational power of any known decision diagram ist too weak to efficiently
represent division.

In this work a new approach for the verification of divider circuits is introduced, which by
a transformation avoids the representation of the division operation as decision diagram.
With this approach it was the first time possible to verify the nonrestoring division
automatically only by the application of decision diagrams.

Keywords:

formal verification, binary decision diagrams, K¥BMD, nonrestoring division
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1. Einleitung

In den letzten Jahren hat der Computer im privaten Bereich verstirkt Einzug gehalten.
In nahezu allen Bereichen unseres téglichen Lebens konnen und wollen wir auf die Hilfe
der Informationstechnologien nicht mehr verzichten.

Am Anfang dieser Entwicklungen standen einfache mechanische Rechenmaschinen.
Bereits 1623 baute Wilhelm Schickard eine Maschine, die alle vier Grundrechenarten be-
herrschte. Eine weitere wichtige Arbeit war die Additionsmaschine, die 1641 von Blaise
Pascal gebaut und die 1673 von Gottfried W. Leibniz verbessert wurde. Allerdings er-
innern erst die Entwiirfe fiir einen programmgesteuerte Rechenautomaten, die 1834 von
Charles Babbage vorgestellt wurden, entfernt an die Arbeitsweise heutiger Computer.

Der erste ,,Computer”, der einer breiten Bevdlkerungsschicht bekannt wurde, war
die elektromechanische Lochkartenmaschine, die 1890 von Hermann Hollerith gebaut
wurde. Ohne die Hollerith-Maschine wéire die damalige Volkszahlung in den USA nicht
moglich gewesen. Der Deutsche Konrad Zuse stellte 1937 den ersten elektromechani-
schen Rechner, die Z1, vor. Wie die heute iiblichen Computer arbeitete die Z1 bereits
mit Bindrzahlen. Als die ersten programmgesteuerten Rechner, die als direkte Vorlaufer
unserer heutigen Computer angesehen werden konnen, gelten die elektromechanische 73
(1941) von Konrad Zuse und die elektronische (auf der Rohrentechnologie basierende)
Rechenmaschine von John Atanasoff.

Bis Mitte des 20. Jahrhunderts waren Computer nur fiir Wissenschaftler von Interesse
und einige Geschéftsleute waren auch der Meinung, dass dies noch lange so bleiben
wiirde:

I think there’s a world market for about five computers.
Thomas J. Watson (Chairman of the Board, IBM), 1943

Seinen Siegeszug begann der Computer 1945 mit der ENIAC]], einem aus iiber 18000
Vakuumrohren bestehendem Rechner. Die ENIAC wog 30 Tonnen und bendtigte 140
Kilowatt. Eine Addition dauerte 200us, eine Multiplikation 3ms und eine Division etwa
30ms.

Erst als der 1947 erfundene Transistor die Vakuumrohre abloste, konnte der Compu-
ter zu einem Werkzeug ,fiir jedermann“ werden. Es sollte aber bis 1971 dauern, bis erste
,Taschenrechner* der Offentlichkeit vorgestellt werden konnten. Zu diesem Zeitpunkt

!Electronic Numerical Integrator and Computer
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1. FEinleitung

Tabelle 1.1. Anzahl Transistoren gebrauchlicher Intel Prozessoren

Jahr | Prozessor Anzahl Transistoren
1978 | Intel 8086 29000
1982 | Intel 80286 130000
1985 | Intel 80386 275000
1989 | Intel 80486 1200000
1992 | Intel Pentium 3100000
1995 | Intel Pentium Pro 5500000
1997 | Intel Pentium II 7500000
1999 | Intel Pentium III 9500000

war der Siegeszug der Computer nicht mehr aufzuhalten, aber erst 1980 wurde mit dem
7ZX80 von Sinclair erstmals ein Computer prasentiert, der in ,groflen“ Stiickzahlen die
Privathaushalte eroberte.

Die rasante Entwicklung der Computerindustrie in den letzten 25 Jahren ldsst sich
recht gut durch die Komplexitat der Prozessoren veranschaulichen. In Tabelle [ ist
die Komplexitédt der gebrauchlichsten Prozessoren der Firma Intel durch die Anzahl der
Transistoren wiedergeben.

Diese Entwicklung verursacht aber auch Probleme, denn zum einen steigt die Kom-
plexitat der Prozessoren stark, zum anderen wird gerade durch ihren vermehrten Einsatz
in sicherheitsrelevanten Bereichen (beispielsweise die Medizin- und Militartechnik) ein
sehr hohes Mafl an Zuverléssigkeit und Korrektheit gefordert. Dazu gehort sowohl die
Korrektheit des Entwurfes, die durch die Verifikation und Validierung des Designs ga-
rantiert werden muss, als auch die Vermeidung von Fehlern bei der Produktion ( Testen).

Der Glaube in Korrektheit moderner Computer wurde 1994 schwer erschiittert, als
in dem damals modernsten Prozessor der Firma Intel, dem ,Pentium“, ein Fehler in
der Divisionseinheit entdeckt wurde. Zwar hatten auch nahezu alle anderen bis dahin
gefertigten Prozessoren Fehlerf], diese waren aber meist nur einem kleinen Fachpublikum
bekannt und traten nur unter sehr speziellen Umstdnden auf. Bei dem als ,,Pentium
Bug® oder ,,FDIV-Bug®“ bekannt gewordenen Fehler konnte erstmal jeder Benutzer die
Fehlfunktion leicht erkennen:

Beispiel (Pentium Bug) Sei x = 4195835 und y = 3145727. Betrachte nun

xr
Y

Eine Ubersicht der wichtigsten Fehler in den Prozessoren der x86 Linie von Intel bietet [24]. Aber auch
die aktuellen Prozessoren sind nicht fehlerfrei, wie sich in den ,,Spezification Updates* der Hersteller
nachlesen lasst, so ist erst im Januar 2000 ein neuer ,,Rechenfehler” des aktuellen Pentium III bekannt
geworden. Er tragt die Bezeichnung E59 und ist in [0] dokumentiert.

16



Korrekt ist z = 0, wéhrend der (fehlerhafte) Intel Pentium 256 als Ergebnis liefert. g

Zum ersten Mal wurde ein Fehler eines Computerchips in allen Nachrichten und nicht
nur in der Fachpresse publik gemacht. Zu Beginn versuchte Intel den Fehler herunterzu-
spielen, da bei er ,Normalanwendern“ nur einmal in mehr als tausend Jahren auftreten
wiirde (siehe [21]). Gleichzeitig erregte der Fehler aber besonders beim Fachpublikum
grofles Interesse. Innerhalb kiirzester Zeit wurden sehr genaue Analysen des Fehlers und
verschiedene Fehlermodelle (z.B. in [9, 06, B6]) verdffentlicht.

Durch den 6ffentlichen Druck und um einen weiteren Image-Verlust zu verhindern,
startete Intel die bisher groffite Umtauschaktion im I'T-Bereich. Jeder Anwender konnte
seinen Prozessor recht einfach durch ein neues Modell ohne FDIV-Bug austauschen. Die
geschatzten Kosten der Umtauschaktion beliefen sich allein im 4. Quartal 1994 auf etwa
475 Millionen US Dollar.f

Seit diesem Zeitpunkt widmen sich vermehrt Wissenschaftler den Problemen, die bei
der Verifikation von Schaltkreisen auftreten kénnen. Konnten in den letzten Jahren in ei-
nigen Bereichen grofie Erfolge gefeiert werden, so hat sich die Verifikation von Dividierern
als besonders schwierig erwiesen. Inzwischen konnte durch die Arbeiten von Nakanishi
(FRPEIERY) [32] sowie Scholl, Becker und Weis [39, 40] nachgewiesen werden, dass die
Darstellung der Division mit den iiblichen Datenstrukturen nicht effizient méglich ist.

Die vorliegende Arbeit untersucht einen neuen Ansatz zur automatischen Verifikation
von Dividiererschaltkreisen, bei dem die direkte Darstellung der Division vermieden wird.
Hierzu werden Word-Level Diagramme als Datenstrukturen verwendet, die sich bereits
zur Verifikation von Additions- und Multiplikationsschaltkreisen bewahrt haben.

Aufteilung der Arbeit

Die Arbeit beginnt mit einer Darstellung der wichtigsten theoretischen Grundlagen, die
zum Verstandnis der weiteren Kapitel notwendig sind. Hierzu werden in sowohl
boolesche Funktionen und Entscheidungsdiagramme definiert, als auch die gebréuch-
lichsten Zahlendarstellungen betrachtet. Die wichtigsten Algorithmen zur Division und
Hinweise zu ihrer Implementierung als Schaltkreis werden in erklart.

In werden die bisherigen Ansétze zur Verifikation von Dividiererschalt-
kreisen vorgestellt, sowie ein neue Idee zur automatischen Verifikation eingefiihrt. Die
ersten Ergebnisse, die durch verschiedene Implementierungen des in vorgestell-
ten Grundverfahrens erzielt wurden, werden in erlautert. Basierend auf den
Ergebnissen aus wird in ein Verfahren zur automatischen Verifikation
von Dividiererschaltkreisen und dessen Erfolge bei der nonrestoring Division vorgestellt.

Durch die geschickte Ausnutzung von Don’t-Care-Belegungen ist eine weitere Vari-
ante des vorgestellten Verfahrens denkbar, die eventuell Vorteile bei der Adaption des

3Intel schloss das 4. Quartal 1994 trotzdem mit schwarzen Zahlen ab.
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1. FEinleitung

Verfahrens auf andere Designs bietet. Auf erste Untersuchungen hierzu wird in

eingegangen.
fasst die in dieser Arbeit erzielten Resultate nochmals zusammen und gibt
einen Ausblick auf mogliche Erweiterungen und Verbesserungen.
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2. Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Definitionen und Datenstrukturen eingefiihrt,
die zur Verifikation von Schaltkreisen mit Entscheidungsdiagrammenf] benétigt werden.
Die hier vorgestellten Grundlagen lassen sich in einer ausfiihrlichere Form z.B. in den

einfithrenden Kapiteln von [[] und [30] nachlesen. AnschlieBend wird eine kurze Ein-
fiihrung in die Darstellung von Zahlen und deren Verarbeitung mittels Schaltkreisen
gegeben.

Einen umfassenden Uberblick der verschiedenen Methoden zur formalen Hardware-
Verifikation bietet [I7]. Eine Einfiihrung in die Verifikation von arithmetischen Funktio-
nen mit Entscheidungsdiagrammen kann in [[4, 8] nachgelesen werden.

2.1. Boolesche Funktionen und Kofaktorbildung

2.1.1. Boolesche Funktionen

Die Grundlage der meisten Schaltkreisrealisierungen sind boolesche Funktionen. Boole-
sche Funktionen bilden eine Menge von booleschen Variablen, welche Werte der zwei-
wertigen Menge B = {0, 1} annehmen kénnen, auf eine Teilmenge des B™ ab.

Definition 2.1.1 (boolesche Funktion) Eine Funktion f : B" — B™ heifit boolesche
Funktion mit n Eingéngen (Variablen) und m Ausgéngen. o

Werden die m Ausgénge geeignet zusammengefasst (siehe Abschnitt 2.3.9), konnen pseu-
doboolesche Funktionen definiert werden, die in die ganzen Zahlen Z abbilden.

Definition 2.1.2 (ganzzahlige Funktion) Eine Funktion f : B" — Z heifit pseudo-
boolesche oder ganzzahlige Funktion mit n Variablen. O

Ist der Urbildbereich einer booleschen Funktion eine echte Teilmenge des B”, wird die
Funktion als unvollstandig spezifiziert bezeichnet.

Definition 2.1.3 (unvollstindig spezifizierte boolesche Funktion) Eine Funkti-
on f: D — B™ mit D C B" heifit unvollstindig spezifizierte boolesche Funktion mit n
Eingéngen (Variablen). o

Lengl. Decision Diagrams
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2. Grundlagen

Die Elemente der Menge B™\D werden als don’t cares bezeichnet, somit zerfallt das
Urbild einer booleschen Funktion f : B"™ — B in die disjunkten Mengen, die auf 1 oder
0 abgebildet werden sowie die Don’t Cares.

Definition 2.1.4 (ON-, OFF- und DC-Menge) Sei D C B" der Definitionsbereich
DEF(f) der (unvollstéandig spezifizierten) booleschen Funktion f: D — B. Die Menge

ON(f) :={ala e DA f(a) =1} (2.1)

heifit die ON-Menge von f. Die Elemente der ON-Menge werden als Minterme bezeich-
net. Die Menge

OFF(f) := {ala € D A f(a) = 0} (2.2)

heiBt die OFF-Menge von f. Die Menge
DC(f) := B"\ DEF(f) (2.3)
heiBt die DCA-Menge von f. O

Bei der Realisierung einer booleschen Funktion als Schaltkreis (siehe z.B. [30] oder [44])
ist meist nur das Verhalten der Realisierung auf dem Definitionsbereich von Interesse,
dies wird durch den Begriff der Erweiterung formalisiert. Beispielweise wird eine Funk-
tion gesucht, die in einem bestimmten Kostenmafl eine besonders giinstige Schaltkreis-
realisierung ermoglicht und auf dem Definitionsbereich mit der Spezifikation identisch
ist. Es wird also eine Erweiterung gesucht, die eine ,glinstige* Schaltkreisrealisierung
ermoglicht.

Definition 2.1.5 (Erweiterung) Eine Erweiterung einer unvollstédndig spezifizierten
booleschen Funktion f ist eine (unvollstandig spezifizierte) boolesche Funktion g mit

DEF(f) € DEF(g) (2.4)
und
Va € DEF(f) : g(a) = f(a) . (2.5)

Eine Erweiterung einer booleschen Funktion f heifit vollstdndig, wenn g eine vollstandig
spezifizierte boolesche Funktion ist, d.h. wenn DEF(g) = B" gilt. o

Oft wird der Definitionsbereich einer booleschen Funktion mit Hilfe der charakteristi-
schen Funktion angegeben, wobei die ON-Menge der charakteristischen Funktion von f
genau DEF(f) darstellt.

2engl. Don’t Care
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2.1. Boolesche Funktionen und Kofaktorbildung

Definition 2.1.6 (Charakteristische Funktion) Seien A, B Mengen mit B C A. Die
charakteristische Funktion von B beziiglich A ist definiert als:

1 falls ze€ B

xp(x) = {O falls =z ¢ B (2.6‘3)

Neben dem Defintions- oder Urbildbereich ist oft das Bild, genauer der Bildbereich,
einer Funktion von Interesse. Der Bildbereich beschreibt die moglichen Funktionswerte,
genauer: Die ON-Menge der den Bildbereich darstellenden Funktion enthéalt genau die
Werte, auf die, unter Beriicksichtigung des Definitionsbereiches, die Funktion f abbildet.

Definition 2.1.7 (Bildbereich) Das Bild Xjmg(f,c) einer booleschen Funktion f be-
ziiglich einer Definitionsmenge C' C B™ ist definiert als

1 fallsdz e Cef(x)=y
Ximg(f,C) (y) = {0 (27)

O

sonst

In dhnlicher Weise kann das Bild eines Vektors boolescher Funktionen, und damit einer
Funktion f : B" — B™, definiert werden. In diesem Fall beschreibt die ON-Menge der
den Bildbereich darstellenden Funktion genau die Tupel, auf welche der Funktionsvektor
abbildet.

Definition 2.1.8 (Bildbereich eines Vektors boolescher Funktionen) Das Bild
Ximg(f,c) eines Vektors f = (f1,..., fi) von booleschen Funktionen (f; : B" — B,1 <
i < m) beziiglich der Definitionsmenge C' C B" ist definiert durch

Ximg(£,C) Y15 -+ »Ym) = Fz € B" e xc(z) - (H(yz @ fz'(%))) (2.8)
7,:1 O
2.1.2. Kofaktorbildung

Eine weit verbreitete Datenstruktur zur effizienten Darstellung und Manipulation von
booleschen Funktionen sind Entscheidungsdiagramme. Bevor diese in Abschnitt for-
mal eingefiithrt werden koénnen, sind noch einige Begriffe zu klaren.

Definition 2.1.9 (Kofaktor) Sei f : B® — B oder f : B" — Z. Fiir ¢ € B ist der
Kofaktor von f nach x; = ¢ gegeben durch:

fic(xlw" y Li—15 Liy Ti41, - - - 7':671) = f(xla”' y Li—1,Cy Tit1s - - - 7$n) (29)
[m]

Héufig wird fiir den Kofaktor von f nach z; = ¢ auch f;,=. oder f; geschrieben.
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2. Grundlagen

Definition 2.1.10 (Boolesche Differenz) Als (boolesche) Differenz von f beziiglich
x; wird definiert:

(2.10)

O

2. {fg @ f0, falls f:B" > B
! ft- Z-O, falls f: B" —» Z
Der Kofaktor ff: B" — Z (ff : B® — B) einer Funktion f : B" — Z (f : B® — B)
héngt nur noch von n —1 Variablen ab. Der Wert des Kofaktors kann also in natiirlicher
Weise als Funktion vom Typ B"~! — Z (B"~! — B) interpretiert werden. Diese Inter-
pretation wird in den Shannonschen Entwicklungséitzen .11 und £.T.2 ausgenutzt, um
eine Funktion rekursiv in einfachere Teilfunktionen zu zerlegen.

Anmerkung 2.1.1 Die Bildung von Kofaktoren ist kommutativ, d.h. fir f: B" — B
oder f:B"™ — Z und ¢,d € B,i # j gilt:

(f9)F = (s (2.11)

O

Mit Hilfe der Kofaktorbildung lassen sich fiir boolesche und pseudoboolesche Funktionen
Zerlegungen in einfachere Funktionen angeben. Die im weiteren vorgestellten Entschei-
dungsdiagramme basieren auf der Idee, diese Zerlegung rekursiv fortzusetzen. Die hierbei
verwendeten Zerlegungen sind in den Shannonschen Entwicklungssidtzen beschrieben.

Satz 2.1.1 (Shannonscher Entwicklungssatz fiir boolesche Funktionen)
Sei f : B — B eine Funktion tber der Variablenmenge x = {x1,... ,x,} C B™. Fir
allei e {1,... ,n} gilt:

zif> +x;fl Shannon (Sg)

f=8ff0@xf?  positiv Davio (pDg) (2.12)
fozif? negativ Davio (nDp) o
BeEwEIs: Durch Nachrechnen, ergibt sich Vo = (x1,... ,x,) € B™

Sg:  Sei x fest und 0.B.d.A gelte a; = 0,1 < i < n, so folgt:

fl@) = 2 f i f
= 1-f(ac1,...,mi_l,xi,xiﬂ,...,xn)—i—o

= flx)

Fiir a; = 1 ergibt sich eine analoge Betrachtung.
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2.1. Boolesche Funktionen und Kofaktorbildung

pDg: Es gilt ; = x; @ 1, somit:

fl@) = flex f}
= o (Fof)
= (1@ ooz f}
= & fi @z fi
= & f) i f

nDg: Es gilt x; = T; @ 1, somit:

flx) = flow.f}
floz-(flof)
len) fl enf)
T f) @i f}

= T f{+af!

Satz 2.1.2 (Shannonscher Entwicklungssatz fiir ganzzahlige Funktionen)
Sei f : B" — Z eine Funktion tber der Variablenmenge x = {z1,... ,x,} C B". Fir
allei € {1,... ,n} gilt:

(1 =) f2+x;ft  Shannon (Sz)

f=S R+ f? positiv Davio (pDy) (2.13)
fr+ 1 =) (=f?) mnegativ Davio (nDz) o
BEWEIS: Analog zum Beweis von Satz 2.1.1]. ]

Die Zerlegungen nach Satz P11 auf der vorherigen Seite und Satz B-1.2 werden im fol-
genden als Dekompositionstypen bezeichnet. In [2] wurde gezeigt, dass fiir die Darstellung
boolescher Funktionen (siehe B.2.7] auf Seite PF) insgesamt nur 24 Dekompositionstypen
moglich sind, die in drei Aquivalenzklassen zerfallen. Die vorgestellten Dekompositions-
typen stellen jeweils einen Repriisentanten dieser Aquivalenzklassen dar. In der Literatur
werden diese Repréasentanten oft als Kronecker-Dekompositionen bezeichnet.

Anmerkung 2.1.2 Durch Nachrechnen lasst sich zeigen, dass fiir Funktionen vom Typ
f: B" — B die Dekompositionen aus Satz B.1.1 und Satz aquivalent sind. Boole-
sche Funktionen und ihre Kofaktorzerlegungen lassen sich somit in natiirlicher Weise in
ganzzahligen Funktionen einbetten. o
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2. Grundlagen

2.2. Entscheidungsdiagramme

Definition 2.2.1 (DD) Ein Entscheidungsdiagramm (DDF) iiber einer Menge von Va-
riablen x := {x1,z9,... ,2,} C B" ist ein gewurzelter, gerichteter, azyklischer und
zusammenhéngender Graph G = (V, E, index, dt,w,T), mit folgenden Eigenschaften:

1. Der Wurzelknoten besitzt genau eine eingehende Kante.

2. Jeder Knoten v € V ist entweder ein terminaler Knoten oder ein nicht-terminaler
Knoten.

3. Jeder terminale Knoten besitzt keine ausgehende Kanten und ist mit einem Ele-
ment ¢ der Terminalmenge 7' gekennzeichnet.

4. Jeder nicht-terminale Knoten v € V' ist mit einer Variable indez(v) € x markiert,
also index : V — x.

5. Jeder Variablen x; € x des Entscheidungsdiagrammes ist ein Dekompositionstyp
dt(z;) € {SB, pDg, nDB, Sz, pDyz, nDz} zugeordnet.

6. Jeder Kante e € E ist ein Kantengewicht w(e) zugeordnet.

7. Jeder nicht-terminale Knoten v € V hat genau zwei ausgehende Kanten, deren
Endpunkte mit low(v), high(v) € V bezeichnet werden. Die Kante zwischen v und
low(v) wird als low-Kante, die zwischen v und high(v) als high-Kante bezeichnet.

O

Anmerkung 2.2.1 Meist gilt fiir die Terminalmenge T' C B oder T' C Z. Weiter exis-
tieren Entscheidungsdiagramme, bei denen keine Kantengewichte w ausgewertet werden.
Ublicherweise werden diese dann auch nicht an die Kanten der Graphen geschrieben. Im
Spezialfall, dass fiir alle Kanten e € E : w(e) € B gilt, werden die Kantengewichte als

Komplementmarken bezeichnet. O

Definition 2.2.2 (Variablenordnung) Sei 7: {1,... ,n} — {1,... ,n} eine beliebige
Permutation auf der Menge {1,... ,n}. Als Variablenordnung des DDs G iiber x wird
die durch die Permutation 7 induzierte lineare Ordnung < auf x bezeichnet, die definiert
wird durch ;) < xr(;), genau dann wenn i < j gilt. o

Definition 2.2.3 (Dekompositionstypliste) Als Dekompositionstypliste (DTL) des
DDs G tiber x wird die Liste der Dekompositionstypen (dt(x1),... , dt(zy)) bezeichnet,
die den Variablen x; zugeordnet sind. o

3engl. Decision Diagram
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2.2. Entscheidungsdiagramme

Definition 2.2.4 (Eigenschaften von Entscheidungsdiagrammen) Sei G ein DD
iiber x mit der Terminalmenge 7. Es gilt:

1.

2.

Als Gréfle oder Kosten |G| von G wird die Anzahl innerer Knoten von G definiert.

Als Level x; wird die Menge der Knoten von G bezeichnet, die mit der Variablen
x; markiert sind.

G ist frei, falls jede Variable x; auf jedem Pfad von der Wurzel zu einem terminalen
Knoten hochstens einmal vorkommt.

G ist vollstindig, falls jede Variable x; auf jedem Pfad von der Wurzel zu einem
terminalen Knoten genau einmal vorkommt.

Ein freies DD G heifit geordnet falls auf jedem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt
jede Variable hochstens einmal, in der durch die Variablenordung < vorgegebenen
Reihenfolge (1), ... ,%r(), auftritt. Der Préfix ,0“ (engl. ordered) bezeichnet
geordnete Graphen, ein geordnetes DD wird dementsprechend als ODD bezeichnet.

O

2.2.1. Bit-Level Diagramme

Die Darstellung boolescher Funktionen als Bit-Level Diagramme soll eine effiziente Dar-

stellung und Manipulation erméglichen.

Definition 2.2.5 (BDD) Ein binires Entscheidungsdiagramm (BDDf]) ist ein DD iiber
x mit der Terminalmenge 7" = B und der festen DTL d = (Sg,...,Sg). Bei BDDs
werden keine Kantengewichte ausgewertet.

Die Funktion fg : B" — B, die durch das BDD G iiber x mit DTL d repréasentiert
wird, ist wie folgt induktiv definiert:

1.

Falls G nur aus einem mit 0 markierten (terminalen) Knoten besteht, dann ist G
ein BDD fiir die konstante 0 Funktion.

. Falls G nur aus einem mit 1 markierten (terminalen) Knoten besteht, dann ist G

ein BDD fiir die konstante 1 Funktion.
Falls G die Wurzel v mit der Markierung z; besitzt, dann ist G ein BDD fiir
Ti Fiow(v) + Tifrigh(v) (2.14)

wobei fioy(w) DZW. fhighw) die durch den BDD mit Wurzel low(v) bzw. high(v)
reprasentierte Funktion ist. O

“engl. Binary Decision Diagram
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2. Grundlagen

Eine wesentlich allgemeinere Datenstruktur als BDDs stellen OKFDDs dar. Thr Haupt-
merkmal ist, dass alle bindren Kronecker Dekompositionen zugelassen werden.

Definition 2.2.6 (OKFDD) Ein OKFDDf iiber x ist ein geordnetes DD {iber y mit
der Terminalmenge 7" = B und einer festen DTL d = (dt(x1), ... , dt(zy)) mit dt(x;) €
{SB,nDB,pDg},0 < i< n.Bei OKFDDs werden keine Kantengewichte ausgewertet.

Die Funktion fg : B" — B, die durch das OKFDD G iiber x mit DTL d représentiert
wird, ist induktiv definiert:

1. Falls G nur aus einem mit 0 markierten (terminalen) Knoten besteht, dann ist G
ein OKFDD fiir die konstante 0 Funktion.

2. Falls G nur aus einem mit 1 markierten (terminalen) Knoten besteht, dann ist G
ein OKFDD fiir die konstante 1 Funktion.

3. Falls G die Wurzel v mit der Markierung z; besitzt, dann ist G ein OKFDD fiir

-'fiflow(v) + xifhigh(v) falls dt(xz) = 5B
flow(v) D xifhigh(v) falls dt(xz) = pDB (215)
flow(v) D i.ifhigh(v) falls dt(xz) =nDp =

In Abb. R.1 ist ein OKFDD fiiber x = {x1, 22, 23,74} C B* fiir die boolesche Funktion
f(x1, 29,23, 14) = T12974 B T1T2T3 D T1T3 D T1x224. Als Variablenordnung wurde x; <
x9 < 3 < x4 und als DTL d = {Sg, pDg, nDp, S} gewihlt.

Definition 2.2.7 (Reduktion von Bit-Level Diagrammen) Sei ein Bit-Level DD
G = (V, E,indez, dt,w,T) ohne Kantenmarkierungen gegeben. Es werden folgende drei
Reduktionstypen definiert:

Typ 1: Seien v,w € V, v # w, es gelte low(v) = low(w) und high(v) = high(w).
Dann lenke alle Kanten, die auf w zeigen nach v um und 16sche w und die beiden

ausgehenden Kanten.

Typ 2: Seiwv € V ein nicht-terminaler Knoten mit dt (index(v)) = Sg, es gelte low(v) =
high(v).
Dann lenke alle Kanten, die auf v zeigen nach low(v) um und l6sche v und die
beiden ausgehenden Kanten.

Typ 3: Sei v € V ein nicht-terminaler Knoten mit dt(index(v)) € {pDg,nDp}. Es
gelte, dafl die high-Kante von v die konstante 0-Funktion reprasentiert.

Dann lenke alle Kanten, die auf v zeigen nach low(v) um und l6sche v und die
beiden ausgehenden Kanten.

Sengl. Ordered Kronecker Funktional Decision Diagram
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2.2. Entscheidungsdiagramme

Abbildung 2.1. OKFDD der Funktion z1zox4 ® £122%T3 B £1T3 B T12T2T4

Reduktion vom Typ 1 werden auch Isomorphie-Reduktionen, Reduktionen vom Typ 2
Shannon-Reduktionen und Reduktionen vom Typ 3 Davio-Reduktionen genannt. o

Definition 2.2.8 (Reduzierte Bit-Level Entscheidungsdiagramme) Ein binéres
DD heif3t reduziert, wenn keine der Reduktionen aus Definition P.2.7 mehr angewendet
werden konnen. Reduzierte Entscheidungsdiagramme werden mit dem Préfix ,R“ (engl.
reduced) versehen. o

Satz 2.2.1 (Kanonitizit von OKFDDs)
Fiir eine feste Variablenordnung und feste DTL ist ein reduziertes OKFDD eine kano-
nische, d.h. eindeutige, Darstellung einer booleschen Funktion. O

BEWEIS: Fiir den Spezialfall der OBDDs wird der Beweis in [6] ausgefiihrt. Fiir OKFDDs
kann der Beweis in [I0] nachgelesen werden. n

Anmerkung 2.2.2 Durch die Verwendung von Komplementkanten (w : V — B) (sie-
he z.B. [I1]) kann die Darstellung noch kompakter gestaltet werden. Hierbei wird jeder
Kante ein zusétzliches Bit zugeordnet. Ist dieses Bit gesetzt, so ist die am Knoten re-
prasentierte Funktion zu komplementieren. Es werden also von den Knoten und Kanten
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2. Grundlagen

Tabelle 2.1. Operationen auf Bit-Level DDs ohne Komplementkanten

Graph | -G | FAG | FVG FaG | ITE(FGH)
OBDD | O(|G|) \F\ GI) O(F|-|G|) | O(F|-|G]) O(F|-|G|-|H]|)
OKFDD| O(|G])| O(2™* (F1, IGI)) O(Qmax(|F\1|G|) (|F|-|G])| O(2max (FLIGI IHI))

“Bei konstant vielen Davio-Leveln, polynomiell.

Funktionen dargestellt. Es ist leicht einzusehen, dass fiir bindre DDs ein Terminalkno-
ten ausreicht. Durch die Forderung, dass die low-Kantenf] nicht komplementiert werden
diirfen, bleibt die Kanonizitdt der Darstellung erhalten. o

Bei der Wahl der Variablenordnung und der DTL ist zu beachten, dass sich durch
die Wahl einer ,ungeschickten* Variablenordnung (oder DTL) exponentielle Gréflenun-
terschiede ergeben konnen. Es lassen sich auch Funktionen angeben, die nur exponentiell
grofle OBDD Darstellungen besitzen, als OKFDD aber effizient darstellbar sind. Eine zu-
sammenfassende Darstellung iiber diese Problematik findet sich in [T1]. Diesem Werk ist
auch Tabelle .1 entnommen, in der das worst case Groflenwachstum einiger boolescher
Operationen auf OBDDs und OKFDDs gegeniibergestellt wird.

2.2.2. Word-Level Diagramme

Word-Level Diagramme sind eine Erweiterung der Bit-Level-Diagramme, die der effizi-
enten Darstellung und Manipulation pseudoboolescher Funktionen dienen.

Die einfachste Erweiterung der Bit-Level-Diagramme stellen MTBDDs dar, eine Art
OBDD bei dem eine ganzzahlige Terminalmenge T zugelassen wird.

Definition 2.2.9 (MTBDD) Ein MTBDDYJ] ist ein geordnetes DD iiber y mit der
Terminalmenge T' = Z und der festen DTL d = (Sz,...,Sz). Bet MTBDDs werden
keine Kantengewichte ausgewertet.

Die Funktion fg : B — Z, die durch das MTBDD G iiber x mit der DTL d
reprasentiert wird, ist induktiv wie folgt definiert:

1. Falls G nur aus einem mit ¢ € T markierten Knoten besteht, dann ist G ein
MTBDD fiir die konstante ¢t-Funktion.

2. Falls G die Wurzel v mit index(v) = x; besitzt, dann ist G ein MTBDD fir

(1 - 1'1) ’ flow(’v) + X fhigh(v) (216)

O

5Die Wahl ist bei OBDDs beliebig, die Forderung, dass die high-Kanten nicht komplementiert werden,
erhélt in diesem Fall gleichfalls die Kanonizitat.
Tengl. Multi-Terminal Binary Decision Diagram
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2.2. Entscheidungsdiagramme

Da MTBDDs ohne Kantengewichte realisiert sind, lassen sich die booleschen Reduktio-
nen aus Definition B-2.7 auf Seite B@ leicht auf MTBDDs iibertragen.

Definition 2.2.10 (Kantengewichte) Bei Word-Level Diagrammen werden additive
und multiplikative Kantengewichte unterschieden:

additiv: Zu der am Knoten reprasentierten Funktion wird das Kantengewicht
addiert.

multiplikativ: Die am Knoten reprasentierte Funktion wird mit dem Kantengewicht
multipliziert.

Zudem besteht die Moglichkeit, Kanten mit einem Tupel (a, m) zu gewichten. Dabei wird
a als additives und m als multiplikatives Gewicht interpretiert. In diesem Fall wird zuerst
die am Knoten dargestellte Funktion mit m multipliziert und dieser Wert anschlieflend
zu a addiert. o

Um arithmetische Funktionen iiber booleschen Variablen, insbesondere die Multiplikati-
on, effizient darstellen zu kénnen, wurden in [[4, 8] *BMDs eingefiihrt.

Definition 2.2.11 (*BMD) Ein *BMDF ist ein geordnetes DD iiber y mit einer festen
DTL d = (pDyg,...,pDyg), der Terminalmenge 7' = {1} und einer Gewichtsfunktion
w:V — 7Z, die jeder Kante ein multiplikatives Gewicht m € Z zuordnet.

Die Funktion fg : B" — Z, die durch das *BMD G iiber x mit der DTL d und der
Gewichtsfunktion w reprasentiert wird, ist induktiv definiert durch:

1. Falls G nur aus einem mit 1 gekennzeichneten terminalen Knoten besteht, auf den
die Kante e mit w(e) = m zeigt, dann ist G eine Représentation fiir die konstante
Funktion mit dem Wert m.

2. Falls G die Wurzel v € V mit der Markierung indez(v) = z; und der eingehenden
Kante e mit w(e) = m besitzt, dann ist G ein *BMD fiir

<m7 f) =m:- (flow(v) + xifhigh(v)) (217)

O

Definition 2.2.12 (Normierung von *BMDs) Ein *BMD iiber y heifit normiert,
falls fiir die Kantengewichte an allen Knoten v € V' mit der eingehenden Kante e und
den ausgehenden Kanten e;,, und ep;gp giltﬂ:

ged(w(eow), wlenign)) = LA ((w(ewow) > 0) V ((wleow) = 0) A (w(enign) > 0)))  (2.18)

O

8engl. Multiplicative Binary Moment Diagram
9Wobei die Funktion ged() die Funktion des groften gemeinsamen Teilers reprisentiert.
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2. Grundlagen

Eine allgemeinere Word-Level Datenstruktur bilden die K¥BMDs, bei denen ahnlich
wie bei den OKFDDs bei den Bit-Level Datenstrukturen, alle ganzzahligen Kronecker
Dekomposition zugelassen werden.

Definition 2.2.13 (K*BMD) Ein K*BMD[Y ist ein geordnetes DD iiber x mit der
Terminalmenge 7' = {0} und einer festen DTL d = (dt(z1), ... , dt(xy,)) wobei dt(z;) €
{Sz,pDz,nDz}, 0 <i<nund w:V — Z x Z eine Gewichtsfunktion, die jeder Kante
ein additives Gewicht a € Z und ein multiplikatives Gewicht m € Z zuordnet.

Die Funktion fgl; : B” — Z, die durch das K¥xBMD G iiber x mit DTL d und der
Kantengewichtsfunktion w reprasentiert wird, ist induktiv definiert durch:

1. Falls G nur aus einem mit 0 gekennzeichneten (terminalen) Knoten und der Kante
e mit w(e) = (a, m) besteht, die auf diesen Knoten zeigt, dann ist G eine Repra-
sentation fiir die konstante Funktion mit dem Wert a.

2. Falls G die Wurzel v € V mit der Markierung index(v) = z; und der eingehenden
Kante e mit w(e) = (a,m) besitzt, dann ist G ein K¥xBMD fiir

a-+m:- ((1 - xl) : flow(v) + T fhigh(v)) falls dt($l) = 5z

<(CL, m)a f> =4qa+m:- (flow(v) + X fhigh(v)) falls dt(xz) =pDyg
a+m:- (flow(v) + (1 - xz) ’ fhigh(v)) falls dt(xl> =nDyz
(2.19)

O

Definition 2.2.14 (Normierung von K*BMDs) Ein K*BMD iiber yx heifit nor-
miert, falls fiir die Kantengewichte an allen Knoten v € V' mit der eingehenden Kante e
mit w(e) = (a, m) und den ausgehenden Kanten e;o,, und ep;gn, mit w(ejow) = (iows Miow)
sowie w(enigh) = (Qhigh, Mhigh), sowie s(e) € V' UT der Knoten, auf den e zeigt, gilt:

ged(Myow, Anigh, Mhigh) = 1
A Qo = 0
A (mlow >0V (mlow =0A Ahigh > O) A (mlow =0A Ahigh = 0N Mhigh > 0))
A (Mo = 0 < s(€jow) terminaler Knoten)

A (Mhigh = 0 < s(epign) terminaler Knoten) O

Als Beispiel fiir einen K¥BMD iiber x = {21, 72,23, 24} C B* ist in Abb. .3 die Ko-
3.
dierung natiirlicher Zahlen, also die Funktion f(z1,x2,z3,z4) = > 2" - x;+1, dargestellt.
i=0
Als Variablenordnung wurde 1 < x3 < 23 < 24 und als DTL d = (pDy, Sz, nDz,pDyz)
gewahlt.

Yengl. Kronecker Multiplikative Binary Moment Diagram
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2.2. Entscheidungsdiagramme

Abbildung 2.2. Beispiel fir ein KxBMD

Anmerkung 2.2.3 Die in Definition P.2.19 auf Seite und B.2.T4 geforderten Nor-
mierungen fiir *BMDs und K*BMDs lassen sich aus einem nicht normierten DD durch
bottom-up Traversierung berechnen, siehe hierzu [21]. o

Auch bei Word-Level Datenstrukturen werden Reduktionen angewendet, um eine effi-
ziente Darstellung zu erreichen. Es ergeben sich dabei dieselben Reduktionstypen wie
bei den Bit-Level Darstellungen (siehe B.2.7 auf Seite 2), wobei im Word-Level Fall die
Kantengewichte besonders berticksichtigt werden miissen.

Definition 2.2.15 (Reduktion von Word-Level-Diagrammen) Sei ein Word-
Level DD G = (V, E, indez, dt,w,T) mit Kantengewichten gegeben. Es werden folgende
drei Reduktionstypen definiert:

Typ 1: Seien v,w € V, v # w, nicht-terminale Knoten, sowie €;,,,(,) die low-Kante von
v (entsprechend epigh(v), Clow(w)s Chigh(w))- Es gelte:

index(v) index(w)
low(v) = low(w)
high(v) = high(w)
W(eioww)) = wW(Cpuww))
W(em‘gh(v)) = w(ehigh(w))
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2. Grundlagen

Dann lenke alle Kanten, die auf w zeigen nach v um und berechne entsprechend
der Semantik neue Kantengewichte. Anschliefend 16sche w und die beiden aus-
gehenden Kanten.

Typ 2: Sei v € V ein nicht-terminaler Knoten mit dt (index(v)) € {SB, Sz}. Sei epign
die high-Kante und e, die low-Kante von v. Es gelte low(v) = high(v) und
W(elow) = w(ehigh)-
Dann lenke alle Kanten, die auf v zeigen nach low(v) um und berechne ent-
sprechend der Semantik neue Kantengewichte. Anschliefend losche v und die
beiden ausgehenden Kanten.

Typ 3: Sei v € V ein nicht-terminaler Knoten, dt(index(v)) € {pDy,nDz}. Es gelte,
daf die low-Kante von v auf einen terminalen Knoten zeigt, der die konstante
0-Funktion reprasentiert.

Dann lenke alle Kanten, die auf v zeigen nach low(v) um und berechne ent-
sprechend der Semantik neue Kantengewichte. Anschliefflend 16sche v und die
beiden ausgehenden Kanten.

Reduktionen vom Typ 1 werden auch Isomorphie-Reduktionen, Reduktionen vom Typ
2 Shannon-Reduktionen und Reduktionen vom Typ 3 Davio-Reduktionen genannt. g

Definition 2.2.16 (Reduzierte Word-Level DDs) Ein Word-Level-DD heifit redu-
ziert, wenn keine der Reduktionen aus Definition E.2Z.T5 mehr angewendet werden kon-
nen. Reduzierte Entscheidungsdiagramme werden mit dem Préafix ,R“ (engl. reduced)
versehen. o

Es ist zu beachten, dass durch die Reduktion nicht normierte DDs enstehen konnen.
Nach dem Anwenden von Reduktionen ist eine Normierung notwendig. Genauso kann
durch das Normieren ein nicht reduzierter DD enstehen. Ein DD heifit reduziert und
normiert, wenn keine Normierungsregeln und Reduktionen angewendet werden kénnen.

Satz 2.2.2 (Kanonizitdt von Word-Level DDs)
Fir eine feste Variablenordnung und DTL sind reduzierte und normierte * BMDs und
KxBMDs eine kanonische Darstellung pseudoboolescher Funktionen. O

BeEwels: Fiir *BMDs siehe [[d], eine Betrachtung fiir K*BMDs kann in [T2] nachgelesen
werden. -

Erstmals vorgestellt wurden K¥BMDs in [IZ], einen guten Uberblick bietet auch [3].
Eine [21] entnommene Gegeniiberstellung der Darstellungsgréfie einiger Wortoperationen
ist in Tabelle .7 wiedergegeben. Weitere Algorithmen fiir *BMDs finden sich in [I5] und
fiir K¥BMDs werden verschiedenen Algorithmen in [I3, [4] vorgestellt.
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2.3. Zahlendarstellungen und Operationen auf Bitvektoren

Tabelle 2.2. Komplexitat von Wortoperationen in Abhéngigkeit der Wortbreite n

Graphtyp | X |X+Y | XV | Xx* | ¥

MTBDD || 0(2%) | 02") | O(d") | 02" | 02"
*BMD O(n) | Om) | Om) | O(”?) | O(n)
K+*BMD O(n) | O(n) | O(n) | O(n) | On)

Anmerkung 2.2.4 Im weiteren werden nur ganzzahlige Kantengewichte betrachtet.
Zwar lassen sich rationale Kantengewichte analog einfiihren, diese erschweren aber zum
einen die theoretische Betrachtung und zum anderen werden sie von den verwendeten
Word-Level DD-Paketen [I9] und [23] nicht unterstiitzt. o

2.3. Zahlendarstellungen und Operationen auf
Bitvektoren

Im folgenden werden kurz die wichtigsten Eigenschaften von Bit-Vektoren eingefiihrt,
sowie erldutert wie Bit-Vektoren als Zahlen aufgefasst werden kénnen.

2.3.1. Grundlegende Definitionen
Definition 2.3.1 Als Ordnung eines Bitvektors a € B™ wird seine Lénge definiert:
lal| = l[(an-1, ... ,a0)ll =n (2.20)

O

Definition 2.3.2 (Projektion) Als Projektion p der Stellen i bis j mit 0 <i < j <mn
eines Bitvektors a € B" wird definiert:

DL ((Gnty e s ey iy ya0)) = (g, a5) (2.21)
Die Projektion ist eine Funktion vom Typ p/ : B® — BJ/~i+1 a

2.3.2. Zahlendarstellungen

Computer stellen Zahlen als Bitvektoren einer festen Lénge dar. Um mit den bekann-
ten Zahlenrdumen (N, Z,Q oder R) arbeiten zu konnen, sind geeignete Kodierungen
notwendig, die in diesem Abschnitt fiir Teilmengen von N, Z und Q vorgestellt werden.
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2. Grundlagen

2.3.2.1. Darstellung ganzer Zahlen

Definition 2.3.3 (Binédrzahlen) Die tibliche Interpretation eines Bitvektors als natiir-
liche Zahl (a) € N wird durch folgende Funktion beschrieben:

n—1
(@)= a;-2 (2.22)
=0

Es gilt: (a) € {0,...,2" — 1} 0

Um den Zahlenbereich Z zu beschreiben, miissen zusétzlich negative Zahlen dargestellt
werden. Zur Darstellung negativer Zahlen bieten sich drei Moglichkeiten an: Betrag und
Vorzeichen, Einer-Komplement und die Darstellung im Zweier-Komplement.

Definition 2.3.4 (Betrag-Vorzeichen)

a= (—1)a" . <an_1, - ,CL()>

Es gilt: a € {2771 —1,...,2" 1 —1} a

Definition 2.3.5 (Einer-Komplement)
a = —Qap - (277, — 1) + <an_1,... ,a0>

Esgilt:ae{-2"—1,...,2"—1} o

Definition 2.3.6 (Zweier-Komplement)
[CL} = [ana-" 7a'0] = —0an 2n+ <an—17--- ,a0>

Es gilt: [a] € {—2",...,2" — 1} o

2.3.2.2. Darstellung von Festkommazahlen

Die Darstellung ganzer Zahlen lasst sich leicht erweitern, so dass Dualbriiche dargestellt
werden koénnen. Da in der Regel eine feste Anzahl von Nachkommastellen verwendet
wird, werden diese Zahlen als Festkommazahlen bezeichnet.

Definition 2.3.7 (Festkommazahl) Die Darstellung eines Dezimalbruchs mit n Vor-
komma und m Nachkommastellen in der Form

a= Z ai-Qi

i=—m

wird als Festkomma-Darstellung bezeichnet. o
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2.3. Zahlendarstellungen und Operationen auf Bitvektoren

Es gilt: a € {27, 27mFL [0,... 2" — 27}

Negative Festkommazahlen kénnen entsprechend als Betrag-Vorzeichen, Einer-Kom-
plement oder Zweier-Komplement kodiert werden. Vorzeichenbehaftete Festkommazah-
len représentieren eine Teilmenge von Q.

Anmerkung 2.3.1 Da die Kodierung der Festkommazahlen eine einfache Erweiterung
der Darstellung ganzer Zahlen darstellt, konnen Schaltkreise, die auf natiirlichen Zahlen
arbeiten ohne Modifikation fiir die Berechnung von Festkommazahlen gleicher Bitbreite
verwendet werden und umgekehrt. Hierzu muss lediglich die Interpretation des Bitvektors
angepasst werden. O

2.3.2.3. Signed-Digit Zahlensysteme

In den bisher vorgestellten bindren Zahlendarstellungen waren nur die Ziffern {0, 1}
zugelassen. Stattdessen kann aber auch folgende Ziffermenge fiir x; zugelassen werden:

z; € {1,0,1} (2.23)

Wobei 1 gleich —1 ist. Da jede Ziffer bereits positiv oder negativ ist, wird kein zusitzliches
Vorzeichenbit benétigt. Im Allgemeinen sind Signed-Digit Darstellungen redundant, d.h.
eine Zahl hat mehrere Signed-Digit Darstellungen.

Definition 2.3.8 Sei die Ziffermenge

E:{(r—l),(r—Q),...,1,0,1,...,(r—2),(r—1)} mit reN (2.24)

gegeben, wobei ¥; = —ux;,x; € Z gilt. Die Darstellung eines Dezimalbruches mit n
Vorkomma und m Nachkommastellen in der Form

n
a= Y ;-2 mit z; €3 (2.25)
i=—m
wird als Signed-Digit Zahl bezeichnet. 0

Die Redundanzen, die bei der Darstellung ganzer Zahlen als Signed-Digit Zahlen auftre-
ten (siehe auch Beispiel P.3.1)), kénnen genutzt werden, um Schaltkreise zu optimieren[t].
Ein Schaltkreis, bei dem diese Zahlendarstellung zur Optimierung ausgenutzt wird, ist
der in Abschnitt B-2-1] auf Seite B9 vorgestellte SRT Dividierer.

"Je nach Anwendung wird hierbei die Tiefe (Laufzeit), Anzahl der Gatter (Fliche) oder eine Kombi-
nation hiervon optimiert.
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2. Grundlagen

Beispiel 2.3.1 (SD-Zahlen) Sei (101); eine binére Signed-Digit Darstellung einer gan-
zen Zahl. Es ergibt sich:

(101)y = 1-2240-2" 4 (-1)-2"
= (3o
= 0-2241-2141-20
= (011),

2.3.3. Addition von Zweier-Komplement-Zahlen

Eine grundlegende Operation, die auch bei der Division Verwendung findet, ist die Ad-
dition. In diesem Zusammenhang, wird zuerst der Begriff der Sign-Extension eingefiihrt.
Damit wird die Eigenschaft von Zahlen in Zweierkomplement-Darstellung bezeichnet,
dass durch Verdoppeln des hochstwertigen Bits[3 die Interpretation (der dargestellte
Zahlenwert) nicht geédndert wird. Durch ,iteriertes“ Anwenden dieses Sachverhaltes kon-
nen damit Zahlen im Zweierkomplement auf eine beliebige Bitbreite erweitert werden
ohne ihren Zahlenwert zu adndern.

Satz 2.3.1 (Sign-Extension)

Sei a = (an,...,a9) € B, so gilt:
[an, an, ... ,a0] = [a] O
BEWEIS:
[ana Apyy ,CL(]] - (077 2n+1 + <an7 . 7a0>
n
— 7an2n+l+za121
=0
= —Qp- 2" + <an—17 7a’0>
= [d]

Definition 2.3.9 (Ubertrage) Das Bit ¢; € B bezeichne den bei der Addition enste-
henden Ubertrag von Stelle i zu Stelle ¢ + 1. o

Eine interessante Eigenschaft von Zahlen in Zweierkomplement-Darstellung ist, dass sich
der bekannte Algorithmus zur Addition von natiirlichen Zahlen direkt auf sie anwenden
lasst.

1231s0 dem Vorzeichenbit
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2.3. Zahlendarstellungen und Operationen auf Bitvektoren

Satz 2.3.2 (Addition von Zweier-Komplement-Zahlen)
Seien a,b € B""! c € B und s € B", s0 dass (cp, s) = (a) + (b) + c. Es ist

[a] + [b] +c e {-2",...,2" —1} genau dann wenn cp = Cp_1.

In diesem Fall ist [a] + [b] + ¢ = [s]. o

BEWEIS: Seien a, und b,, die Vorzeichenbits der Operanden a und b. Weiter sei

a = (an_1,...,0a0)

b, = (bnfl,...,bg)

Somit kann die Addition [a] 4 [b] 4+ ¢ getrennt betrachtet werden fiir die Gruppen von
Bits:

(dy+{®)Y+c = lapn-1,...,a0) + (bp_1,... ,bo) +c
<Cn—1a Sn—1,--- ’50>

(¢, Sn)

ap + by + a1

Fall 1: ap, =0, =0
In diesem Fall sind [a] und [b] positiv, deswegen gilt ¢, = 0.
no1=0 & @)+ {M)+c<2"—1
< fa]+b]+e<2" -1
Weiter gilt:
[a]+b]+c = (d)+ ) +c
= <Sn_1, e ,So>
= [s] (das,=0)
Fall 2: a, =0, =1
Also sind [a] und [b] negativ, deswegen ist ¢, = 1 und es gilt:
no1=1 & (d)y+ ) +c>2"
& Jal+ b +e= 2"+ () + () +e> 2"
Weiter gilt:
] + Bl +e = =24 {d) + () +c
—2" (1,51, , 50)
—2" 4+ (sp—1,-..,50)
= [s] (das,=1)
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2. Grundlagen

Fall 3: a, # b,
0.B.d.A. gelte a,, = 0 und b,, = 1. Die Stelle n propagiert also den ﬁbertrag von
der Stelle n — 1. Also gilt ¢, = ¢,—1.
Wegen

0<{(a)+{¥)+ec<2mt -1
tritt keine Bereichsiiberschreitung auf. Weiter ist

[a] +[b] +c = —2"+{a)+ ') +¢c
= _2n+ <Cn—17$n—17”- 7SO>
= —(1—Cn_1)-2n—|-<8n_1,... ,$0>

= [Cn_l, Spn—1y--- ,80]
und

Sn = an@bn@cn—l
= 1®cp

= Cn-1
Also gilt

[s] = [Gn=1sSn—1,--- ,S0]

Die Addition von Zweierkomplementzahlen kann also auf die Addition von Bin&rzahlen
zuriickgefiihrt werden.

Bei der Addition von natiirlichen Zahlen kann die Bereichsiiberschreitung bei der
Addition leicht umgangen werden, indem durch Hinzunahme von ¢, zum Ergebnis, also
fiir a,b € B" und s € B"*! etwa (a)+ (b) = (cn,an_1,-.. ,ap), die Addition als Funktion
B” x B” — B""! definiert wird. Wie dies bei Zahlen in Zweierkomplement-Darstellung
erreicht wird, zeigt der folgende Satz.

Satz 2.3.3
Seien a,b € B"" c € B und s € B""2, so dass {(cy, $n, ... ,50) = {a) + (b) + ¢ und

Sp  WeNn Cp, = Cp—1
Sn+1 =

Cn  WENM Cp F# Cp—1.

In diesem Fall gilt: [a] + [b] + ¢ € {—2"T1 ... 2"TL — 1} und somit: [a] + [b] +c = [s]. o
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2.4. Auswahl von Leitungen eines Datenwortes

BEwEIS: Fiir ¢, = ¢,—1 folgt die Aussage direkt aus Satz .31 und Satz £.3.3. Die
Aussage [a] + [b] + ¢ € {=2"FL ... 2nFl 1} folgt direkt, so dass nur die Behauptung
[a] + [b] + ¢ = [s] nachgerechnet werden muss.

Fall 1: ap, =b, =0
In diesem Fall sind [a] und [b] positiv, deswegen gilt ¢, = 0.

[a] +[b] +c = {(a)+ (V) +c

= (Cn,Sn,---,50)

=[]

Fall 2: a, =b, =1
In diesem Fall sind [a] und [b] negativ, deswegen ist ¢, = 1 und es gilt:

[a] + b +c = —2"" 4+ () + (') +¢c
= _—ontl + <Sn, ... ,50>

= [s]

Fall 3: a, # by

In diesem Fall gilt immer ¢, = ¢,_1. n

2.4. Auswahl von Leitungen eines Datenwortes

Beim Entwurf konkreter Implementierungen kommt es héufiger vor, dass Leitungen ei-
nes Datenbusses ,,weggelassen“ werden. Wird der Datenbus als Bitvektor aufgefasst, kann
das Weglassen von Leitungen durch die Projektion beschrieben werden. Satz .4.1] be-
schreibt, wie sich im Falle der Zweier-Komplement Darstellung diese Projektion auf die
dargestellte Zahl auswirkt.

Satz 2.4.1
Seia € B"tL. Es gilt:

[ai_1,...,a0] =[a] (mod2) mit 1<i<n o

BEwEISs: Nach der Definition der Modular-Arithmetik geniigt es zu zeigen, dass

2!| ([a] — [ai_1,... ,aq]) gilt. Betrachte hierzu die Differenz [a] — [a;_1, ... ,aq]:
n—1 4 ' i—2 )
[a]—[ai_l,... ,CL()]: —2”-an+223-aj — —2171-0,1'_14-22]-0,]‘
=0 =0
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2. Grundlagen

Aufgrund 1 <7 < n lassen sich die Summen vereinfachen zu:

n—1
=-2"-qa,+2" a;1 + Z 27 . a;
j=i—1

n—1
=-2"an+» 2 -q.
Jj=t

Ein Ausmultiplizieren von 2¢ ergibt wegen i < n:

n—1
=20 | =24 2 g
j=i

Korollar 2.4.1
Sei a € B"L, so gilt:

[piH(a)] =[a] (mod 2) mit i<n
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3. Algorithmen zur Berechnung der
Division

Naiv betrachtet scheint die Division die schwierigste der vier Grundrechenarten zu sein.
Im Gegensatz zu den anderen drei Operationen besteht das Ergebnis der Division aus
zwel Komponenten, dem Quotienten und dem Rest.

Sei ein Dividend X € Z und ein Divisor D € Z gegeben, so ist sowohl ein Quotient
@ € Z als auch ein Rest R € Z gesucht, fiir welche die Gleichung

X=Q -D+R mit 0<R<D (3.1)

gilt. Oft wird die Division aufgeteilt in eine Operation + zur Berechnung des Quotienten
und einer Operation mod zur Berechnung des Restes, so dass gilt:

X+D=¢ und XmodD=R (3.2)

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Algorithmen zur Berechnung der Division
durch digitale Schaltkreise vorgestellt.

Eine sehr gute Einfithrung in das Gebiet der arithmetischen Algorithmen bietet [26].
Einen vergleichenden Uberblick verschiedener Divisionsalgorithmen und ihre Implemen-
tationen wird in [34] gegeben.

3.1. Sequentielle Division

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Schaltkreise berechnen die + und mod Operation
fiir Festkommazahlen.

Bereits bei der Einfithrung der Kodierung fiir die ganzen Zahlen Z und den Fest-
kommazahlen wurde darauf hingewiesen (vergleiche Anmerkung P31 auf Seite Bf), dass
Schaltkreise fiir Festkommazahlen, ohne Modifikation des Schaltkreises, auch mit ganzen
Zahlen arbeiten kénnen. Hierzu muss lediglich die Interpretation der Bitvektoren an den
Ein- und Ausgéingen angepasst werden.

Im folgenden wird zusétzlich zur der meist iiblichen Beschreibung der Schaltkreise
im Falle der Festkomma-Arithmetik auch die entsprechende Kodierung fiir den Fall der
Ganzzahl-Arithmetik angegeben, da sich diese direkt auf Word-Level Diagramme zur
Darstellung von Funktionen des Typs B" — Z, bzw. B® — Z2, umsetzen lassen.
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3. Algorithmen zur Berechnung der Division

Werden die Ein- und Ausgaben des Dividieres als Festkommazahlen interpretiert, so
gelten fiir die Kodierung die in folgender Definition eingefiihrten Bezeichnungen.

Definition 3.1.1 (Festkommazahlen) Es gelten folgende Bezeichnungen:

D= Z 2! . d; Divisor

Q= Z 20 g Quotient
q; € {0,1} j-te Quotientenstelle

RO — Z <2i-r§0)> Dividend

t=—(n—1)

Somit lasst sich die Division fiir Festkommazahlen beschreiben durch:
RUFD — 9. (R(j) —qj D)
qﬂ-::Imm{iMOSiS1)A(RUL—%I)ZO)}
7 = 0,...,n—1

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit seien D und R positiv (also r(()o) = dp = 0). Weiter
gelte die Vorbedingung

0<R9<D. (3.3)

Dies stellt keine echte Einschrankung dar, da diese Bedingung durch geeignetes Shiften
der Eingabe erreicht werden kann. Sollen auch negative Zahlen zugelassen werden, eig-
net sich die Betrag-Vorzeichen Darstellung fiir R(®) und Q. In diesem Fall kann durch
die vorgestellten Schaltkreise die Division fiir die Betrige berechnet werden. Das Vorzei-
chenbit des Quotienten ergibt sich dabei direkt, durch eine eine @-Operation, aus den
Vorzeichenbits von Divisor und Dividend.

Korollar 3.1.1
Sei R der Rest der Festkomma-Division, so folgt aus der Vorbedingung (3.3) fir das
Ergebnis der Division direkt:

0<@Q<1 und 0<R<D
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3.1. Sequentielle Division

Um die vorgestellten Verfahren zur Division von Festkommazahlen auch fiir die Di-
vision von Binédrzahlen (ganzen Zahlen) anwenden zu koénnen, geniigt es, die Ein- und
Ausgabewerte entsprechend zu interpretieren. Dazu muss nur Definition B.I.1] angepasst
werden:

Definition 3.1.2 (ganze Zahlen) Es gelten folgende Bezeichnungen:

n—1

D= Z 20 . d; Divisor
=0
n—1

Q= Z 20 g Quotient
=0

q; € {0,1} j-te Quotientenstelle
2n—1

RO = 37 (2-+1%,,)) Dividend

i=n—1

Fiir die Vorbedingung (B-3) folgt damit:
0<D<2" und 2"'<RO <om"1.p (3.4)
Entsprechend zu Korollar B.I.1] ergibt sich:

Korollar 3.1.2
Sei R der Rest der Ganzzahl-Division, so folgt aus der Vorbedingung (8-4) fir das Er-
gebnis der Division direkt:

0<@Q<2" und 0<R<D

3.1.1. Die restoring Division

Bei der restoring Division wird analog zur Division nach der ,,Schulmethode“ vorgegan-
gen. Der Divisor wird solange vom aktuellen Partialrest abgezogen, bis ein negatives
Ergebnis entsteht. In diesem Fall wird die letzte Subtraktion riickgéngig gemacht und
der Partialrest um eine Stelle nach links verschoben. Anschliefend wird das Verfahren
iterativ fortgesetzt. Somit ergibt sich mit den Bezeichnungen fiir Festkommazahlen:

Definition 3.1.3 (restoring Division)

Rty _ 2 RY falls RV — D < 0
|2 (BRY - D) falls RY —D >0
- Jo falls RY —D <0
"7 1 flls RY —D >0
j o= 0,...,n—1
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3. Algorithmen zur Berechnung der Division

Diese Definition lasst sich durch Abbildung B.1], welche die Auswahl des Quotientenbits
gn—; darstellt, veranschaulichen. Hierbei ist auf der z-Achse der um eine Stelle nach links
geshiftete Partialrest R/ und auf der y-Achse der um eine Stelle nach rechts geshiftete
Partialrest R/t aufgetragen. Das Diagramm veranschaulicht, dass im Falle RY) < D
das Quotientenbit g,—; immer so gewahlt wird, dass die Nachbedingung RUY) < D
zugesichert werden kann. Da nach Voraussetzung R(®) < D gilt, wird sicher ein R™ mit
R(™ < D bestimmt. Somit gilt wihrend des gesamten Verfahrens die Invariante R < D
fiir 0 < ¢ < n. Dadurch wird zudem sichergestellt, dass wahrend der Berechnung keine
Uberldufe bei den Subtraktionen stattfinden kénnen.

Beispiel 3.1.1 (restoring Division) Sei R®) = (0101), - 23 = (0101000)2 = (40)10
und D = (0111)2 = (7)1, also —D = (1001)2. Es handelt sich um die Division von 4-Bit
Zahlen. Somit ergibt sich:

R© 0101000
-D 1001
1110000 <0 = g3 =0

RM 101000 Linkshift von R® um eine Stelle, kein Uberlauf
-D 1001
001100 >0=¢ =1

R® 01100 Linkshift um eine Stelle, kein Uberlauf
-D 1001
11110 <0=q =0

R®) 1100 Linkshift von R® um eine Stelle, kein Uberlauf
-D 1001
0101 >0=q =1

RW 0101
Daraus folgt: Q = (0101)s = (5)19 und R® = (0101)3 = (5)10. o

Zur Division zweier n-Bit Zahlen werden n Subtraktionen und hoéchstens n Additio-
nenf], insgesamt also O(n) Operationen, bendtigt. Eine einfache Implementierung fiir die
restoring Division von 4 Bit Zahlenf] ist in Abb. [A.2 auf Seite gegeben.

Tm statistischen Mittel ist mit n/2 tatsichlich notwendigen Additionen zu rechnen.
2Die Eingabe des Schaltkreises sind vorzeichenlose 3 Bit Zahlen, das Ergebnis sind vorzeichenbehaftete
4 Bit Zahlen.
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3.1. Sequentielle Division

Abbildung 3.1. Auswahl des Quotientenbits g,—; bei der restoring Division

1 i+1
§.R(]+)

qn—j =0

3.1.2. Die nonrestoring Division

Bei der nonrestoring Division werden negative Partialreste als Zwischenergebnisse zuge-
lassen. Wird bei der restoring Division, falls ein negativer Partialrest auftrat, erst 2 - D
addiert und anschlieend D subtrahiert, so wird im Fall der nonrestoring Division direkt
D addiert. Ist der letzte Partialrest R™ negativ, so wird nochmals D addiert, um einen
positiven (Gesamt-) Rest R(™+1) zu erhalten.

Mit den Bezeichungen fiir die Division von Festkommazahlen ergibt sich:

Definition 3.1.4 (nonrestoring Division)

RUHD 2. (R(j) — D) R >0
2-(RY +D) RYW <0
- Jo falls RGFD >0
07 1 falls RUFD <0
j = 0,...,n—1
R —

R™) R >
R™W 4+ D R™ <0

In Abb. B2 ist die Regel zur Bestimmung des aktuellen Quotientenbits graphisch darge-
stellt. Die Verwandtschaft der restoring und nonrestoring Division tritt in dieser Darstel-
lung besonders deutlich hervor (sieche Abb. B.1)). Es gilt in dhnlicher Form: Sei |RY)| < D,
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3. Algorithmen zur Berechnung der Division

Abbildung 3.2. Auswahl des Quotientenbits ¢g_; bei der nonrestoring Division

dann wird das Quotientenbit ¢_; so gewihlt, dass |RU+Y| < D zugesichert werden kann.
Da nach Voraussetzung |R(*)| < D gilt, wird ein R+ mit |[R("*D| < D bestimmt.

Beispiel 3.1.2 (nonrestoring Division) Sei R® = (0101); - 23 = (0101000)y =
(40)10 und D = (0111)2 = (7)10, also —D = (1001)2. Es handelt sich dabei um die
Division von 4-Bit Zahlen. Die erste Stelle ist die Vorzeichenstelle. Somit ergibt sich:

R© 0101000
-D 1001
01110000 <0=>¢3=0
RM 110000 Linkshift um eine Stelle, kein Uberlauf
+D 0111
1001100 >S0=>q=1
R® 01100 Linkshift um eine Stelle, kein Uberlauf
-D 1001
0 11110 <0=>¢ =0
R®) 1110 Linkshift um eine Stelle, kein Uberlauf
+D 0111
10101 >0=>qy=1
R®W 0101 >~ 0= RG) — @
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3.1. Sequentielle Division

Abbildung 3.3. Beispiel der nonrestoring Division

Daraus folgt: Q@ = (0101)3 = (5)19 und R® = (0101)2 = (5)10. Der Rechenweg dieses
Beispiels ist in Abb. B3 dargestellt, dabei stellen die horizontalen Pfeile die Addition
von +D und die diagonalen Pfeile die Multiplikation mit zwei (Shift um eine Stelle nach
links) dar. o

Bei der nonrestoring Division werden zur Division zweier n-Bit Zahlen genau n Sub-
traktionen und maximal eine Addition, also O(n) Operationen, benétigt. Die Komple-
xitdt einer einzelnen Operation ist bei der nonrestoring Division geringer als bei der
restoring Divisionfl, da keine Subtraktionen riickgéingig gemacht werden miissen. Eine
einfache Implementierung fiir die nonrestoring Division von 4 Bit Zahlen ist in Abb. A3
auf Seite gegeben.

Eine Variante der nonrestoring Division wird beispielsweise im K5 Prozessor von
AMD (siehe [31]) eingesetzt.

3.1.3. Implementierungen

Bei der Implementierung ist zu beachten, dass die bendtigte Multiplikation mit zwei
einem Shift um eine Stelle nach links entspricht, die allein durch die Verdrahtung der
einzelnen Stufen realisiert werden kann. Es miissen keine besonderen Schaltkreise zum
Multiplizieren oder Shiften aufgebaut werden.

3Im statistischen Mittel iiber alle Programmliufe werden bei der nonrestoring Division ”T_l Additio-
nen im Vergleich zur restoring Division eingespart. Bei der Schaltkreisrealisierung entfallen je nach

Realisierung n Addierer oder Multiplexer.
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3. Algorithmen zur Berechnung der Division

Weiter kann bei der Implementierung aufgrund der Vorbedingung B3 auf Seite {2
ein n-Bit Dividierer durch n CASH Stufen der Breite n realisiert werdenf. Durch das
Shiften und Weglassen des fiihrenden Bits geht keine relevante Information verloren.
Zudem werden bei den Berechnungen der einzelnen Stufen keine relevanten Uberlaufe
erzeugt. Dieser Sachverhalt wird in Satz B.1.] (fiir die Interpretation der Bitvektoren als
Festkommazahlen) formalisiert.

Satz 3.1.1 (Breite der Dividiererstufen)
Fiir die nonrestoring und restoring Division gilt: Aufgrund der Vorbedingung

0<RY <D (3.5)

konnen Schaltkreise zur restoring und nonrestoring Division von n Bit Festkommazahlen
mit CAS-Zellen der Breite n realisiert werden. o

BEWEIS: Fiir die restoring Division ergibt sich die Aussage direkt aus dem Algorithmusf],
fiir den Fall der nonrestoring Division ergibt sich:

Sei (an, Gn_1,0n_2,... ,a9) € B"! das Ergebnis einer CAS-Zelle (Stufe), es ergeben
sich die folgenden vier Falle:

1. Fall: [1.1ap—2ap—3...] < 0. Nach dem Shiften ergibt sich somit [11.a,—2a,—3...] =
[l.a,—2an,—3...]. Das Weglassen des fithrenden Bits entspricht der Umkehrung
einer Sign-Extension.

2. Fall: [1.0ap—2ap—3...] < 0. Nach dem Shiften ergibt sich somit [10.a,—2an_3...].
Die Fiihrende ,,1“ braucht bei der Addition nicht beriicksichtigt werden, da
RY) = [10.a,_9an_3...] gilt. Laut Algorithmus gilt sicher: —1 < RY) < 0, und
damit RY) + D = [11.by—1bp—2,...] = [L.bp—1by—2]. Somit kann die fithrende
,», 1% bereits vor der Addition weggelassen werden.

3. Fall: [0.0ap,—2an—3,...] > 0. Nach dem Shiften ergibt sich somit [00.ay,—2a,—3,...] =
[O.Cbnfganfg, .. ] = [O.Clnfgan,‘g,, .. ] = [O.anfganfg, .. ]

4. Fall: [0.1ap—2an—_3,...]. Somit ergibt sich nach dem Shiften um eine Stelle nach links
[01.a,—2ap—3,...] = [l.ap—2a,—3,...]. Die Fihrende ,0“ braucht bei der Addi-
tion wegen 0 < RW~—P < 1 nicht beriicksichtigt werden.

Yengl. Controlled Add Sub

5Im Falle der nonrestoring Division wird noch die Stufe zur Korrektur negativer Reste bendtigt, die
auch die Breite n hat.

5Bei der restoring Division wird nur subtrahiert, wenn dadurch kein Uberlauf ensteht, ansonsten wird
nur geshiftet.
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3.2.  Schnelle Division

In jedem der vier Félle gilt: Das Ausgangscarry ist gleich dem invertierten Vorzeichenbit.
Bei Additionen von RY) und D sind die Vorzeichen entgegengesetzt, es ensteht also
kein Uberlauf und damit ist das Ausgangscarry bei der Addition gleich dem negierten
Vorzeichenbit. ™

Um den Einfluss der konstanten Breite der einzelnen Stufen untersuchen zu kénnen, wird
auch ein ,verbreiterter* nonrestoring Dividierer (siehe hierzu auch Abschnitt p.4.1] auf
Seite @) betrachtet. Bei dessen Implementierung wird zum einen das fiihrende Bit nach
dem Shiften nicht weggelassen, sondern in die nichste Stufe hineingefiihrt. Zum anderen
wird der Addierer/Subtrahierer so modifiziert, dass er Satz B.3.3 auf Seite B§ geniigt.
Somit gilt fiir alle n-Bit Zahlen A, B in Zweierkomplementdarstellung: A+ B = C, wobei
C eine n + 1-Bit Zahl in Zweierkomplementdarstellung ist. Durch diese Modifikation
werden die Busse fiir die Partialreste bei jeder Stufe um 2 Bit breiter. Die letzte Stufe
hat also die Breite 3n. Ein nach dieser Idee aufgebauter nonrestoring Dividierer mit einer
Breite von 4 Bit ist in Abbildung A4 auf Seite [07 dargestellt.

Wiihrend der ,,schmale® nonrestoring Dividierer einen Platzbedarf[] von 6n? + 5n — 4
hat, benétigt die ,verbreiterte* Variante Platz 12n2 4 17n — 2.

o 12n?24+1mm—2
lim =

-~ 3.6
n—oco 6n?+5n —4 (3.6)

Asymptotisch bendtigt der ,breite* Dividierer doppelt soviel Platz wie die schmale Va-
riante, wobei bereits fiir Dividierer mit Bitbreiten von 16 der Faktor kleiner als 2.1 ist.

3.2. Schnelle Division

Es existieren zwei unterschiedliche Ansétze, um schnelle Algorithmen zur Division zu
entwickeln. Die iibliche Methode verwendet Additionen und Subtraktionen, die zweite
Methode basiert auf der Multiplikation als Basisoperation. Beim ersten Ansatz ist die
Anzahl auszufithrender Schritte linear zur Wortbreite n, wahrend bei der Verwendung
der Multiplikation nur logy n (Multiplikations-) Operationen notwendig sind, um eine
Genauigkeit von n Bits zu erreichen. Dafiir ist die Multiplikationsoperation im Vergleich
zur Additionsoperation aufwendiger.

3.2.1. SRT Division

Der nach seinen Erfindernf] Sweeny [27], Robertson [37] und Tocher [43] benannte Al-
gorithmus ist ein Vertreter der auf Addition und Subtraktion basierenden Divisions-

"Bei der Verwendung beliebiger Funktionen B2 — B als Grundgatter. Die in der Schaltkreisrealisierung
verwendeten Gatter sind in Abbildung [K1] auf Seite [[0Z dargestellt.
8Der Algorithmus wurde von den drei Autoren unabhéingig voneinander entwickelt.
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3. Algorithmen zur Berechnung der Division

algorithmen. In diese Klassef] gehéren im iibrigen auch die vorgestellten restoring und
nonrestoring Divisionsverfahren, im Gegensatz zu diesen erlaubt der SRT Dividierer eine
,schnelle* Division.

Eine Variante des SRT Dividierers wird z.B. im Pentium Chip von Intel (siehe [Z1])
zur Division von FlieSkommazahlen eingesetzt. Im Allgemeinen gilt bei SRT-Divisionen
flir Festkommazahlen:

1 falls2-RG-D >D
g =140 falls —D <2-RED <D (3.7)
1 2-Ri-D<_D

wobei sich der neue Partialrest berechnet als
RW=2.R1 _q ,.D (3.8)

Die Schwierigkeit liegt darin, dass mit dieser Auswahl ein vollstéandiger Vergleich zwi-
schen 2 - R~ und D bzw. —D notwendig ist. Wenn allerdings ein normalisiertes D
betrachtet wird, welches die Bedingung 1 < |D| < 1 erfiillt, so wird der Bereich fiir
q—; = 0 eingeschrankt auf

<2 ROV <

—D< - <D. (3.9)

DN | —
N | —

Somit muss der Partialrest R~ nur mit %, bzw. —% verglichen werden. Dabei kann
ausgenutzt werden, dass bei der Darstellung als Zweierkomplement folgendes gilt: Eine
Zahl ist genau dann gréfler oder gleich %, wenn die Zahl mit 0.1 beginnt. Andererseits
gilt: Eine Zahl ist genau dann kleiner als —%, wenn die Zahl mit 1.0 beginnt. Es miissen
also nur noch 2 Ziffern verglichen werden. Fiir die Auswahl des Quotientenbits ergibt
sich.

1 falls2- RO-D > 1
g—; =140 falls -1 <2.R0-D <] (3.10)
I falls2-RO-Y < -1

Wird die Redundanz der gewahlten Signed-Digit Darstellung ausgenutzt, so kann die
Auswahl des Quotientenbits durch die Verwendung einer Lookup-Table deutlich be-
schleunigt werden. Die im Pentium Chip realisierte Variante der SRT-Division wird in
den verschiedenen Arbeiten tiber den FDIV-Bug [9, 06, 86, 41] erldutert. Eine ausfithr-
liche Behandlung der verschiedenen Varianten von SRT Dividierern findet sich in [26].

°In der englischsprachigen Literatur werden diese Algorithmen auch als “digit recurrence algorithms”
bezeichnet.
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3.2.  Schnelle Division

Abbildung 3.4. Auswahl des Quotientenbits ¢; bei der SRT Division

1 AR
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R
Cg=1 g =0 =1
| | | / 2R(7Y
1 | 1] D [1
/—D 3 ’ |
e __ /o ________ ,_Ti ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, |
2

Ahnlich wie bei der restoring und nonrestoring Division kann auch die Auswahl
des Quotientenbits bei der SRT Division graphisch dargestellt werden (siehe Abb. B4).
Das Diagramm veranschaulicht folgendes: Das Quotientenbit muss so gewahlt werden,
dass |R®| < |D| gilt, um die Konvergenz des Verfahrens mit einem Rest R < |D| zu
garantieren.

Beispiel 3.2.1 (SRT Division) Sei RO) — (0.0101)9 = (1—56)10 und D = (0.1100)y =
(%)10. Somit ergibt sich:

RO 0.0101
2RO 01010 >1=¢g =1
-D 1.0100
RM 1.1110
2RW = R®) 11100 > -1=¢ =
2R® = R®) 1.1000 > -1 =¢3=
2RG) 10010 <—-i=q=1
+D 0.1100
R® 1.1100 negativer Partialrest und positives D
+D 0.1100 Korrektur
R® 0.1000 Rest nach Korrektur
Der Quotient vor der Korrektur ist @ = 0.1001, nach der Korrektur gilt Q@ = (0.0110)5 =
(3/8);p und der Rest (1/32),,. o
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3. Algorithmen zur Berechnung der Division

3.2.2. Division durch Multiplikation

Wird der Divisor D als Nenner und der Dividend NN als Zahler des Quotienten ) be-
trachtet, so gilt N/D = Q. Diese Gleichung gilt insbesondere auch, wenn sowohl Zahler
als auch Nenner mit den Faktoren R() ... R~ multipliziert (erweitert) werden. Falls
die Faktoren R(® so gew#hlt wurden, dass D - RO ... R»=1) _, 1 gilt, so konvergiert
der Zahler gegen Q:

N N-RO... R(m-1)

Q=" .

D  D-RO)...R(m=1) (3.11)

Q
1

Da nach Gleichung (B-I1)) nur der Quotient () berechnet wird, ist eine weitere Berechnung
flir den Rest notwendig. Deswegen eignet sich dieses Vorgehen besonders fiir FlieSkom-
mazahlen, bei denen kein Rest berechnet werden muss.

Wesentlich bei dieser Methode ist die Auswahl der Faktoren R®, so dass die Kon-
vergenz des Nenners gegen 1 gesichert ist. Sei der Divisor ein bindrer Bruch der Form
0.1.... Somit gilt 1/2 < D < 1 und D = 1 — y, wobei y < 1/2. Wenn R als 1+ y
gewahlt wird, dann ergibt sich fiir den Nenner DM):

DY =D RO =(1—y) 1+y)=1—1° (3.12)

Wegen 3% < 1/4 gilt weiter DY) > 3/4. Damit hat D) die Form DM = 0.11.... Im
Schritt 2 wird R = 1 + y? gewiihlt, somit gilt:

D@ =pW . RO = (1 — ). (1442 =1—y* (3.13)

Jetzt gilt y* < 1/16, und damit ist D® von der Form D® = 0.1111... . Allgemein
gilt fiir den Schritt 7 4+ 1, dass der Divisor die Form D® = 1 — y; mit y; = 3> hat.
Wegen y < 2!, hat D® mindestens 2’ fithrende Einsen. Der sich ergebende Faktor ist
R® =1+, und somit wird D0TY = D@ . R() mindestens 2¢+! fiihrende Einsen haben
(auf einen ausfiihrlichen Konvergenzbeweis wird hier verzichtet, siehe hierzu [26]).

Der Bruch Q wird solange mit R®) erweitert, bis D® zu 1 (bzw. 0.111...1) konver-
giert. Es ist leicht zu sehen, dass die Anzahl fithrender Einsen in jedem Iterationsschritt
verdoppelt wird. Um eine Genauigkeit von n Stellen, also die Division fiir n-Bit Zah-
len zu berechnen, betrégt somit die Zahl der Iterationen m = |logyn|. Das Verfahren
konvergiert quadratisch.

Der Athlon Prozessor von AMD verwendet beispielsweise einen Algorithmus zur Divi-
sion, der die Multiplikation als Basisoperation verwendet. Das in diesem Fall eingesetzte
Verfahren wird in [33] ausfiihrlich vorgestellt.
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4. Eine neue Idee zur Verifikation von
Dividierern

In diesem Kapitel wird eine neue, DD-basierte Methode zur Verifikation von Dividierern
vorgestellt, bei der durch eine geeignete Transformation vermieden wird, die Operationen
-+ und mod explizit darstellen zu miissen.

4.1. Einfiihrung in die DD basierte Schaltkreisverifikation

Bei der Verifikation von Schaltkreisen ist eine Spezifikation gegeben und es soll gezeigt
werden, dass ein Schaltkreis (Implementierung) ihr entspricht. Meist ist die Spezifikation
als boolesche Funktion gegeben. Um nun zu iiberpriifen, dass die Implementierung die
Spezifikation erfiillt, wird aus dem Schaltkreis die Funktion konstruiert, die von ihm
reprasentiert wird. Fin Vergleich mit der Funktion der Spezifikation ergibt dann eine
Aussage tiber die Korrektheit der Implementierung.

Bei der Verifikation wird also eine Datenstruktur bendtigt, mit der sich boolesche
Funktionen effizient darstellen und vergleichen lassen. Der naive Ansatz, einfach alle
moglichen Belegungen ,auszuprobieren® (vollstdndige Simulation), ist in der Praxis nicht
anwendbar, da in der Regel exponentiell viele Berechnungen ausgefithrt werden miissen.

Fiir viele Funktionen haben sich DDs als Datenstrukturen bewahrt. Werden kanoni-
sche DD-Varianten (z.B. OKFDDs oder K¥*BMDs) verwendet, ist ein effizienter Vergleich
der dargestellten Funktionen moglich. Bei geeigneter Implementierung ist der Identitats-
vergleich sogar in konstanter Zeit realisierbar, siehe hierzu z.B. [I1]. Das Aufbauen eines
(kanonischen) DDs zu einem Schaltkreis wird als symbolische Simulation bezeichnet. Die
Verifikation mittels DDs ermoglicht es auch, durch einfach @-Berechnung von Schaltkreis
und Spezifikation, diejenigen Eingaben zu ermitteln, bei denen sich ein unterschiedliches
Ausgabeverhalten ergibt.

Die so durchgefiihrte DD basierte Verifikation kann nur effizient durchgefiihrt werden,
wenn sowohl die Darstellung der Spezifikation (also im Korrektheitsfall auch die des
Schaltkreises) effizient moglich ist. Zudem muss es auch eine effiziente Moglichkeit geben,
aus dem Schaltkreis den DD der dargestellten Funktion zu berechnen.
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4.2. Problematiken der Dividiererverifikation

Bereits 1991 wurde von Bryant [6] fiir OBDDs eine exponentielle untere Schranke zur
Darstellung von Ganzzahl Multiplizieren bewiesen.

Durch die Einfithrung von BMDs und *BMDs in [7] und [8] wurde es moglich, effizi-
ent Multiplizierer darzustellen. Fiir eine spezielle Klasse von Multiplizierern konnte ein
effizientes, *BMD-basiertes Verifikationsverfahren angegeben werden, bei dem wéhrend
des gesamten Aufbaus des *BMDs eine polynomielle obere Schranke garantiert werden
kann (siehe [25, OR]).

Inwiefern durch die Einfithrung weiterer Word-Level Diagramme eine effiziente Dar-
stellung von Dividierern moglich ist, war lange Zeit ein offenes Problem. Erst 1998 zeig-
te Nakanishi (FFPEIEM) [32] eine exponentielle untere Schranke bei der Darstellung der
Operationen + und mod fiir *BMDs. Unabhéngig davon wurde von Scholl, Becker und
Weis [89, 40] im selben Jahr ein noch allgemeineres Ergebnis bewiesen: Fiir alle be-
kannten Word-Level Datenstrukturen ist die Berechnungsstarke zu schwach, um = oder
mod effizient darzustellen. Der von ihnen bewiesene, zentrale Satz sei hier nochmals
ohne Beweis wiedergegeben:

Satz 4.2.1 (Darstellung der Division mit Word-Level Datenstrukturen)
MTBDDs, EVBDDs, BMDs, * BMDs, Kx BMDs und *PHDDs bendtigen unabhdngig von

der Variablenordnung eine Gréffe von €2 (2%) zur Darstellung der Operationen mod
und <. o

BEWEIS: Siehe [3Y]. [ ]

Da bei den bisher iiblichen Ansétzen zur DD-basierten Verifikation der zu verifizierende
Schaltkreis und seine Spezifikation explizit als DD dargestellt werden, lasst sich aus
diesen Ergebnissen schlussfolgern, dass sich Dividierer mit den bekannten DD-basierten
Ansétzen nicht effizient und vollstdndig verifizieren lassen.

4.3. Bisherige Ansatze

Bisher basieren die meisten Ansétzen zur Verifikation von arithmetischen Schaltkreisen
auf halbautomatischen Verfahren, die Theorem Proving und Model Checking Techni-
ken einsetzen. Insbesondere fiir die Division konnte bisher kein effizientes Verfahren zur
vollstandigen DD-basierten Verifikation angegeben werden.

4.3.1. DD basierte Verfahren

Als einer der wenigen DD-basierten Ansétze zur Verifikation von Dividierern soll der in [4]
angegebene Ansatz skizziert werden. Bryant zeigt in dieser Arbeit auf, dass bereits mit
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4.3. Bisherige Ansatze

der vorgestellten Methode der ,Pentium Bug® hatte vermieden werden konnen. Dazu
untersucht er einen SRT-Dividierer und fiithrt eine BDD-basierte Verifikation auf Bit-
Level-Ebene durch. Die Methode basiert auf einem , gate-level-checker“-Schaltkreis, der
zur Verifikation bendtigt wird und ca. 4 mal so groB ist wie der eigentliche Dividierer.[]
Mit dieser Methoden lésst sich allerdings nur die Korrektheit einer Iteration (Stufe)
des Dividierers nachweisen, dafiir dauert die vollautomatische Verifikation nur etwa 10
Minuten.

4.3.2. Model Checking und Theorem Proving

Mittels Model Checking und Theorem Provingf wurden sowohl Dividierer, die auf Addi-
tion bzw. Subtraktion basieren, als auch solche, die die Multiplikation als Basisoperation
verwenden verifiziert.

4.3.2.1. Addition und Subtraktion als Basisoperation

In [29] wird ein allgemeines Verfahren fiir die Klasse der auf Subtraktion basierenden
Divisionsverfahren angeben. Der Beweis kann anschlieSend fiir bestimme Dividierer in-
stanziiert werden, so wird z.B. der im Pentium eingesetzte Dividierer verifiziert.

O’Leary stellt in [35] eine Verifikation des im Intel Pentium Pro verwendeten Divi-
dierers vor, der eine Weiterentwicklung des im Intel Pentium benutzten SRT Dividierers
sein diirfte. Dabei wird das speziell auf die Hardware-Verifikation optimierte, formale Ve-
rifikationsystem Forte eingesetzt. Bemerkenswert ist, dass im Gegensatz zu den meisten
anderen Arbeiten in diesem Bereich, der Dividierer auf Gate-Ebene verifiziert wurde.
Interessant ist auch die Aussage, dass sich die Verifikation gelohnt hat, obwohl incl.
Grundlagenforschung etwa 2.75 Mannjahre investiert wurden.

4.3.2.2. Multiplikation als Basisoperation

In [38] wird ein auf ACL2[] basierender Beweis der Korrektheit der in [33] vorgestell-
ten FPU des AMD K7 vorgestellt. Dieser Prozessor verwendet ein auf Multiplikation
basierendes Verfahren.

Hierbei fithrt Russinoff eine Verifikation eines abstrakten Modells des Dividierersf],
wobei er die Frage offen ldsst, wie die Aquivalenz von Gate-Ebene und dem verwendeten
Modell sichergestellt wird. Der Beweis wurde mit dem nicht auf Hardware-Verifikation

!Die GroBe eines Schaltkreises wird durch die Anzahl Gatter einer Bibliothek abgeschétzt.

2Eine Einfithrung in die Verwendung von logikbasierten Verfahren im Bereich der Hardware-Verifikation
bietet [I77].

3 Applicative Common Lisp

4Russinoff verifiziert ein von den Entwicklern zur Verfiigung gestelltes C-Programm zusammen mit
einer Spezifikation der FPU.

55



4. FEine neue Idee zur Verifikation von Dividierern

spezialisierten Theorem Prover ACL2 durchgefiihrt und kann auch ,per Hand* nachge-
rechnet werden.

4.3.3. Vergleich der bisherigen Ansatze

Keiner der bisherigen Ansétze erlaubt eine vollstandige und vollautomatische Verifikati-
on von Dividierern, wie sie z.B. mittels DDs bei Addierern moglich ist. Wiinschenswert
sind Verfahren, die vollautomatisch auf Gate-Level Ebene arbeiten. Dabei bedeutet voll-
automatisch, dass keine manuellen Eingriffe wahrend der Verifikation notwendig sind.
Verfahren, die auf Gate-Level Ebene, also auf den Netzlisten, arbeiten, sind zu bevorzu-
gen, da diese Darstellung am besten die reale Implementierung reprisentiert.f| Arbeitet
ein Verfahren mit Netzlisten als Eingabe, so fallen zum einen Ubersetzungs- und In-
terpretationsschritte in andere Beschreibungen weg, zum anderen kann die Verifikation
sehr leicht in den Optimierungsprozess integriert werden. Denkbar sind hierbei sukzessi-
ve Vorgehensweisen, bei denen der Schaltkreis mittels CAE-Toolsf] nahezu automatisch
entworfen wird. Nachdem der Schaltkreis verifiziert wurde, konnen von Hand (lokale)
Optimierungen am Design vorgenommen werden. Existiert eine Moglichkeit vollautoma-
tisch, auf Gate-Level-Ebene zu verifizieren, kann somit jede manuelle Optimierung sehr
leicht auf ihre Korrektheit hin iiberpriift werden.

FEine vollautomatische Verifikation auf Gate-Level Ebene leistet nur der Ansatz von
Bryant. Allerdings wird dabei nur ein Teil des Schaltkreises verifiziert. Bei den auf Model
Checking und Theorem Proving basierenden Verfahren muss in der Regel ein Kompro-
miss gefunden werden zwischen dem Automatisierungsgrad und der Art und Weise der
Schaltkreisbeschreibung.

4.4. Ein neuer Ansatz zur Verifikation von Dividierern

Da mit den bekannten DD-basierten Datenstrukturen die Funktionen =+ und mod nicht
effizient dargestellt werden konnen, muss ein DD basiertes Verifikationsverfahren auf die
direkte Darstellung des Dividiererschaltkreises verzichten. Um dies zu erreichen, wird
der Dividiererschaltkreis transformiert und die eigentliche Verifikation im Transformati-
onsraum ausgefithrt. Dabei muss fiir die Transformation gelten:

e Die Implementierung (Schaltreis) ist genau dann korrekt, wenn die Verifikation des
transformierten Schaltkreises ein positives Ergebnis liefert.

e Die Transformation muss effizient durchgefiihrt werden kénnen.

5Im allgemeinen entspricht die Netzliste der Implementierung, bzw. kann leicht maschinell aus dieser
erzeugt werden.
SProgramme zum computerunterstiitzten Entwurf von Schaltkreisen, engl. computer aided engineering
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In dem hier vorgestellten Verfahren wird als Transformation eine Proberechnung ver-
wendet. Genauer wird ausgenutzt, dass Satz 41| gilt.

Satz 4.4.1
Sei C' ein Schaltkreis mit den Eingingen D, R € B"™ und den Ausgingen Q, R™Y ¢
B", der die Division berechnet, so gilt:

(@ =R+ D AR = RO mod D)

(4.1)
PEN ((Q . D) + RV = RO A g < RO+ < D) .
Als mogliche Transformation bietet es sich an, den Dividiererschaltkreis um einen ,,vir-
tuellen“ Schaltkreis, der die Funktion (Q - D) + R+ berechnet zu erweitern. Somit
ensteht der in Abbildung E.1 auf der néchsten Seite skizzierte Schaltkreis. Aus Satz E.Z.1]
folgt direkt:

Korollar 4.4.1 (Korrektheit)
Der Dividierer ist genau dann korrekt, wenn der Gesamtschaltkreis aus Abbildung 1
die Identitit berechnet und 0 < R™TY < D gilt. 0

Die gewahlte Transformation besteht also ,,nur® aus einer Erweiterung des Dividierers
an dessen Ausgingen. Deswegen ist auch im transformierten Raum die Darstellung der
Funktionen <+ und mod notwendig, falls, wie meist iiblich, der DD zur Verifikation durch
Syntheseoperationen von den Eingéngen her aufgebaut wird.

Alternativ kann die DD Darstellung eines Schaltkreises durch Rickwdrtseinsetzen
(Substitution) aufgebaut werden. Hierbei wird bei den Ausgéngen des Schaltkreises be-
gonnen und sukzessive die Funktionalitdt der einzelnen Gatter hineinsubstituiert. Mit
dieser Vorgehensweise konnten bereits effiziente DDs fiir Multiplizierer aufgebaut werden
(siehe [2H]).

Aus bestehenden Arbeiten (siehe auch Tabelle P.9 auf Seite B3) ist bekannt, dass sich
die ,, Transformationsfunktion® D-Q + R("+1) effizient als K¥BMD darstellen lisst. Somit
ist die Darstellung an der Stelle des Verfahrens, bei der mit der Substitution des eigent-
lichen Dividierers begonnen wird, klein. Im Gegensatz dazu miisste beim ,,Vorwértsauf-
bauen“ an dieser Stelle der Dividiererschaltkreis dargestellt werden. Erste Uberlegungen
geben Anlass zur Hoffnung, dass nach der Substitution eines Blockes, der die Addition
bzw. Subtraktion von D vom aktuellen Partialrest R® berechnet, wieder eine Funktion
dargestellt wird, die der Transformationsfunktion sehr &hnlich ist.

Am Ende des Verfahrens wird bei einem korrekten Dividierer R(Y) dargestellt, da
der transformierte Schaltkreis die Identitit auf R(®) berechnet. Das Verfahren beginnt
mit der K¥xBMD-Darstellung der Funktion D - Q + R™t1 die sicherlich effizient ist.
Weiter ist bekannt, dass am Ende des Verfahrens R() dargestellt wird, wobei R(®) eine
effiziente K¥BMD-Darstellung besitzt. Im folgenden bleibt zu untersuchen, wie sich die
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4. FEine neue Idee zur Verifikation von Dividierern

Abbildung 4.1. Idee zur Verifikation von Dividiererschaltkreisen

(0)

[

Addierer

Multiplizierer

Q- D)+ RO+

RO
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4.4. FEin neuer Ansatz zur Verifikation von Dividierern

darzustellenden DD-Groflen im Verlauf des Verfahrens verhalten bzw. wie diese ,klein“
gehalten werden konnen.

In einem weiteren Schritt muss die Nachbedingung 0 < R("*1) < D bewiesen werden.
Dies ist beispielsweise durch eine Bildberechnung moglich. Da bei der Bildberechnung
eine Funktion y : B?"~? — B dargestellt werden muss, eignen sich fiir diesen Schritt
OKFDDs als Datenstruktur. Auch hierbei muss eine Darstellung der Funktionen + und
mod vermieden werden. Wird ,stufenweise” (siehe Abschnitt p.4.3 auf Seite [[() vorge-
gangen, muf nur die Funktion einer Stufe, nicht aber der gesamte Dividierer, als Bit-Level
Diagramm dargestellt werden. Auch hier besteht die Hoffnung, die Bildberechnung, aus-
gehend von der Vorbedingung, effizient berechnen zu koénnen.

Basierend auf dieser Grundidee soll ein Verifikationsverfahren fiir Dividierer entwi-
ckelt werden, das DD basiert ist und die Verifikation in nichtexponentiellem Platzbedarf
ermoglicht. Dabei soll besonders auf die Automatisierbarkeit der Losung geachtet wer-
den, so dass die Schaltkreise mit minimalem manuellem Aufwand und wenig zusatzli-
chem Wissen verifiziert werden kénnen. Durch die verwendeten Techniken zum Aufbau
des den Schaltkreis reprasentierenden DDs ist eine Arbeitsweise auf Gate-Level-Ebene
direkt gegeben.
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5. Untersuchungen zur Verifikation der
nonrestoring Division

In diesem Kapitel wird ein DD-basiertes Verfahren untersucht, das die effiziente Verifi-
kation der in Kapitel B.1.2 vorgestellten nonrestoring Dividierer erméglichen soll. Hierzu
wird der Dividierer durch einen Schaltkreis der die ,,Probe“ berechnet erweitert, so dass
bei geschickter Vorgehensweise zu keinem Zeitpunkt des Verfahrens die Funktion + oder
mod explizit dargestellt werden muss.

5.1. Notation

Neben den bereits eingefithrten Notationen werden im folgenden die Bezeichnungen aus
Abb. b.J verwendet, um zu beschreiben an welcher Stelle sich das Verfahren befindet.
Hierbei sind die Nummerierungen der Strukturen aufsteigend so gewéhlt, wie sie in der
Berechnung von Q und R("*1) abgearbeitet werden. Da bei der Verifikation die Ent-
scheidungsdiagramme im ersten Schritt durch Substitution aufgebaut werden, beginnt
die Verifikation bei den Strukturen mit maximaler Nummerierung. Die anschlieBend
durchgefiihrte Bildberechnung arbeitet in aufsteigender Reihenfolge.

Die Aufteilung in Stufen (Blocke), die die Basisoperation Addition bzw. Subtraktion
berechnen, ergibt sich in natiirlicher Weise aus Definition B.1.4 auf Seite 5. Die Stufen,
die abhéngig vom Vorzeichen des vorherigen Partialrestes den Wert von D addieren oder
subtrahieren, werden als ,,Controlled-Add-Sub-Cell“, kurz CAS-Zelle, bezeichnet.

5.2. Voriiberlegungen

Bei der Verifikation der in Abschnitt B-T.2 auf Seite g5 vorgestellten nonrestoring Di-
vision unter Beriicksichtigung der Implementierungshinweise ergeben sich verschiedene
Parameter und Problematiken, die bei der Umsetzung des in Abschnitt f.4 auf Seite
vorgestellte Verfahrens berticksichtigt werden miissen:

e Die an den Eingéingen des Dividierers geforderte Bedingungfl:

0<D<2" und 2"'<RO <o1.p (5.1)

'Es wird die Division von ganzen Zahlen betrachtet.
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

Abbildung 5.1. Schematischer Aufbau eines n Bit nonrestoring Dividierers

D RO
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(CAS)
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1 n—1
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(CAS)
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Stufe n — 1
(CAS)
Schnitt n w% )
Schnitt n + 1
n >N
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5.2.  Voriiberlegungen

muss bei der Verifikation beriicksichtigt werden. Aus der Vorbedingung folgt direkt
fiir die charakteristische Funktion x(D, R(")) : B2"~2 — B des Dividierers:

n n—1 « p(0) « 9gn—1,
X(D,R(O))::{l fls 0<D<2" wd 2"'<RO<» D

0 sonst

Durch die Spezifikation des Dividierers wird nur sein Verhalten fiir den Definiti-
onsbereich y(D, R®) = 1 beschrieben. Dadurch kann auch nur fiir diesen Einga-
bebereich die Korrektheit der Division gefordert werden. Fiir die Korrektheit des
Dividierers geniigt es somit, dass der transformierte Schaltkreis auf dieser Einga-
bemenge die Identitit auf R(©) darstellt. Dies wird in Satz formalisiert.

e Als Transformation kann auch
D-Q+ R — RO (5.3)

verwendet werden. In diesem Fall stellt der Gesamtschaltkreis die konstante O-
Funktion dar, sofern der Dividierer korrekt ist.

e Die Bedingung 0 < R™*Y < D muss in einem zusétzlichen Schritt, z.B. durch eine
Bildberechnung des Dividiererschaltkreises, gezeigt werden.

e Weiter sind die iiblichen Parameter, die beim Finsatz von Entscheidungsdia-
grammen die Darstellungsgréfie entscheiden beeinflussen (z.B. Variablenordnung,
Dekompositionstypliste, usw.), mit einzubeziehen. Die maximale Darstellungrofie
wihrend dem Aufbau der Entscheidungsdiagramme,f] wird zudem von der Durch-
laufreihenfolgef] bestimmt.

Satz 5.2.1 (Korrektheit der realen Implementierung)
Sei X(D,R(O)) : B2"=2 — B die charakteristische Funktion des Dividiererschaltkreises.
Es gilt:

((0 <D <2 @2 < RO < on1. D)
ANQ = RO = D) A (R®HD = RO 10d D)) (5.4)

— (X(D, RO). (Q - D) + R = R<0>) A0 < R < D))

?Die maximale Grofie wird meist als ,Peak wihrend des Aufbaus® bezeichnet.
3Die Reihenfolge, in der die Gatter des Schaltkreises abgearbeitet werden.
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

Wird das Verfahren, wie in Abschnitt f.4 auf Seite bg beschrieben, durchgefiihrt, so muss
auf Schnitt 0 nicht fiir alle méglichen Eingaben R(®) dargestellt werden. Es geniigt, wenn
RO auf dem Definitionsbereich dargestellt wird. Um dies zu beriicksichtigen, geniigt
es beispielsweise, das Verfahren wie beschrieben durchzufithren und die auf Schnitt 0
dargestellte Funktion mit x(D, R(O)) zu multiplizieren. Nach Satz ist das Ergebnis
dieser Multiplikation R, falls der Schaltkreis korrekt ist.

5.3. Untersuchungen zur Verifikation der Division

5.3.1. Erste Untersuchungen

Um einen ersten Eindruck zu bekommen, wurde das Verfahren mit folgenden Parametern
implementiert:

1. Da sich die Zerlegungen {pDy,nDz} als besonders geeignet fiir die Darstellung
arithmetischer Funktionen erwiesen haben, wurde fiir alle Knoten die Zerlegung
pDy gewahlt.

2. Die charakteristische Funktion wurde erst am Ende des Verfahrens an den DD
des transformierten Schaltkreises multipliziert. Da die charakteristische Funktion
des Dividierers prinzipiell einen Bitvergleich darstellt, wurde hier ein OBDD als
Datentyp gewéhlt.f]

3. Als Variablenordung wurde eine verzahnte Sortierung gewéhlt, da sich gezeigt hat,
dass sich mit dieser Sortierung sowohl die charakteristische Funktion als auch die
Transformationsfunktion effizient darstellen lasst. Eine verzahnte Variablenordung
bedeutet, dass sich die Bit-Level-Variablen der Operanden abwechseln. In diesem
Fall wurde die Variablenordung so gewahlt, dass sich auf Schnitt ¢ die Sortierung

(4)

n—1

Qn—i <T <d,. 1< TSZQ <dp_o<- - < r(()i) < dy

ergibt.

Fiir eine erste Bewertung des Verfahrens gentigt es, sich die Groflen der darzustellenden
DDs auf den Schnitten 0 bis n+ 1 zu betrachten. Mit den gewéhlten Parametern ergeben
sich die in Tabelle b.1] dargestellten Messwerte. In der Tabelle ist neben der maxima-
len DD-Grofle wiahrend des Substituierens auch die Grofle auf den einzelnen Schnitten
in Anzahl der Knoten angegeben. Weiter ist auch die DD-Groéfe der charakteristischen
Funktion y(D, R(Y) und die zur Verifikation benétigte Zeit auf einer Ultra Sparc 1 ange-
geben. In der Tabelle sind die Schnitte in der Reihenfolge angegeben, wie sie im Verlauf

“Hierbei kann ausgenutzt werden, dass das verwendete DD-Paket (siche [23]) Entscheidungsdiagramme
mit unterschiedlicher DTL verkniipfen kann.
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5.3.  Untersuchungen zur Verifikation der Division

Tabelle 5.1. DD-Gro8en bei der Verifikation der nonrestoring Division

Bitbreite | 3] 4| 5] 6] 7| 8
maximale Grofie 48 | 233 | 864 | 3301 | 12414 | 48121
Laufzeit /s 0.6 2 12 74 672 | 17518
Grofie auf Schnitt 9 23
Grofle auf Schnitt 8 20 49
Grofle auf Schnitt 7 17 42 118
Grofie auf Schnitt 6 14 35 94 978
Grofle auf Schnitt 5 11 28 68 460 | 2455
Grofie auf Schnitt 4 8| 21 48 | 210 894 | 3933

Grofe auf Schnitt 3 || 14 | 26 | 95| 339 | 1286 | 5060
CroBe auf Schnitt 2 13| 44 | 132| 453 | 1668 | 6391
GroBe auf Schnitt 1 13| 43| 152 | 540 | 1969 | 7468
Grofie auf Schnitt 0 71 16 32 86 321 | 1237
CroBe von x(D,RO) [ 6] 16| 29| 45 64 86

des Verfahrens abgearbeitet werden. Da das Verfahren auf der Substitution basiert, wird
zuerst der Schnitt mit maximaler Nummerierung besucht.

Bei einer genaueren Betrachtung der Messwerte lassen sich bereits folgende Schliisse
ziehen:

1. Wie erwartet ldsst sich die Transformationsfunktion (Schnitt n + 1) effizient dar-
stellen.

2. Die charakteristische Funktion x (D, R(?)) lisst sich effizient darstellen.

3. Auf den Schnitten 1 bis n ist mit den gewahlten Parametern keine effiziente Dar-
stellung moglich.

4. Wéhrend der Substitution ist ein deutlicher Peak in der DD-Grofle (maximale
Grofle) erkennbar.

Die Messwerte zeigen deutlich, dass mit diesen Parametern nur kleine Dividierer Schalt-
kreise verifiziert werden konnen. Bereits bei einem Dividierer fir 8 Bit Zahlen ist ein
Zeitaufwand von fast 5 Stunden notwendig.

5.3.2. Weitere Untersuchungen

Durch Variation der Parameter des Verfahrens wurde versucht, die Darstellungsgrofie
auf den Schnitten zu minimieren. Dabei konnte teilweise auf bekannte DD-Techniken
(siehe z.B. [[1] und [22]) zuriickgegriffen werden. Die wichtigste Technik ist das Sifting:
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

Variablensifting: Beim Variablensifting wird versucht eine ,gute” Variablenordnung
zu finden. Hierzu werden die Variablen absteigend nach Levelgro-
Be (Breite des DD) sortiert und anschlieflend die Variable mit der
maximalen Levelgrofle durch lokale Vertauschung an diejenige Posti-
tion gebracht, bei der die Grofle des DD (lokal) minimal wird. Dieser
Schritt kann iterativ fiir die weiteren Variablen angewendet werden.

DTL-Sifting: Bei OKFDDs und K*BMDs ist neben der Variablenordnung auch
die Wahl der Dekompositionstypen entscheident. Deswegen wurde
der Sifting-Algorithmus erweitert, so dass wéhrend des Verfahrens
alle Kronecker Dekompositionen fiir jede Variable getestet werden.
Wieder wird die Kombination mit (lokal) minimaler Gréfie des DD
gewahlt.

Leider konnte weder die Darstellungsgréfie noch die Programmlaufzeit deutlich gemin-
dert werden. Um ein effizientes Verfikationsverfahren angeben zu kénnen sind deshalb
weitere Modifikationen am Verfahren notwendig.

5.4. Der vollstandige nonrestoring Dividierer

5.4.1. Die breite Variante des nonrestoring Dividierers

Um herauszufinden, warum die Funktionen auf den Stufen 1 bis n nicht wie erhofft
effizient darstellbar sind, wurde eine Variante des nonrestorings Dividierers entworfen,
bei der die Stufen keine konstante Bitbreite haben (siche Abschnitt B.1.3 auf Seite 7).
Der Entwurf verwendet CAS-Zellen, die auf einer Implementierung der in Satz 2.3.3 auf
Seite BY beschriebenen Addition aufbauen. Zusétzlich wird ein ,,vollwertiger* Shift ohne
Uberlauf realisiert. In Abb. [A.4 auf Seite [L07 ist eine Implementierung fiir 4 Bit Zahlen
dargestellt. Die Hauptmerkmale dieses Dividierers sind:

e Als Eingangsbedingung fiir die Division von ganzen Zahlen geniigt
D#0. (5.5)
e Die CAS-Zellen 7 mit 0 < i < n (Stufe i) berechnen nach Konstruktion:
g (RO — 297170 D) 1 (1 — g, ) (RO + 277171 D) (5.6)
e Da die erste CAS-Zelle immer subtrahiert, vereinfacht sich die Funktion der CAS-
Zelle 0 zu
R® _9n=1.p. (5.7)
e Die letzte Stufe (Riickaddition) berechnet nach Konstruktion:
(1= a0)(R™ + D) + g9 R (5.8)
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5.4.  Der vollstandige nonrestoring Dividierer

5.4.2. Betrachtung der Substitution

Aufgrund der speziellen Konstruktion des Dividierers ist eine theoretische Analyse der
auf den Schnitten darzustellenden Funktionen des transformierten Schaltkreises moglich.
Insbesondere gilt folgender Satz:

Satz 5.4.1 (Darstellung auf dem Schnitt)
Auf den Schnitten n bis 1 wird die Funktion

n—1
Z 2 .q;|-D+ R® 4 oln=9) . p (5.9)
Jj=n+1-—1

dargestellt. O

BEWEIS: Durch strukturelle Induktion tiber die Anzahl der Stufen:

Verankerung: Auf Schnitt n + 1 wird die Transformationsfunktion
D-Q+ R (5.10)

dargestellt. Durch Einsetzen von Gleichung pb-§ ergibt sich fiir die auf
Schnitt ¢ = n dargestellte Funktion:

D-Q+R"™Y = D.Q+((1-q) (R™ +D)+q-R"™)
- D.Q+(R<n>+qu0.R(n>qu.DﬂO.R(n)))
= D-Q-q-D+R"+D

n—1

= Z2j'Qj .D+R™ 4+ D
j=1
n—1 '

= (Y. 2.¢| D+R™+2°.D
j=1

Induktion (i+1 — i): Auf Schnitt i+1 wird nach Induktionsvoraussetzung die Funktion

n—1
> 2. | D+ ROTY 42070 p (5.11)

j=n—1
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

dargestellt. Einsetzen der Gleichung p.g fiir Stufe ¢ ergibt:

Z 2.q;|-D+ R+ 4 oln—i=1) '

j=n—1i
= Z 2. g .D+2—i=1) . p
(nz RO — 2713 D) 4 (1 - g, ) (RD + 2711 D))

_ Zzﬁ g -D+(R<>—2 -qn_i-D+2”11-D)

j=n—i
+2(n7i71) . D
— Z p .D+ R L o= . p

j=n+1-—i

n—1
Dabei gelte ) 27 -¢g; :=0. ™
n

Korollar 5.4.1 (Darstellung auf Schnitt 0)
Auf Schnitt 0 wird

RO (5.12)

dargestellt. o

BEWwEIS: Nach Satz b4 wird auf Schnitt 1 die Funktion
RW 4 otn=1) . p (5.13)
dargestellt. Einsetzen von Gleichung pb.7 ergibt:

R(l) + 2(n71) .D = (R(O) _gn—1, D) + 2(17,71) .D
RO
Wird die breite Variante der nonrestoring Division um einen Probeschaltkreis, der @ -

D+ R("1) berechnet, erweitert, so berechnet der durch diese Transformation enstehende
Gesamtschaltkreis wie erwartet die Identitat auf R(©). ™
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5.4.  Der vollstandige nonrestoring Dividierer

Tabelle 5.2. DD-Groflen bei der Substitution der breiten nonrestoring Division

Bitbreite | 3] 4| 5| 6| 7| 8
maximale Grofie 20| 25| 31| 37| 43| 49
Laufzeit/s 0612026 |24|36)|54
Grofie auf Schnitt 9 39
Grofle auf Schnitt 8 34 | 43
Grofle auf Schnitt 7 29 | 37| 40
Grofle auf Schnitt 6 24 1 31| 34| 37
Grofle auf Schnitt 5 19| 25| 28| 31| 34

Grofle auf Schnitt 4 || 14 | 19 | 22 | 25| 28 | 31
Grofle auf Schnitt 3 || 13| 16 | 19 | 22 | 25| 28
Grofie auf Schnitt 2 || 10 | 13 | 16 | 19| 22 | 25
Grofle auf Schnitt 1 6 81 10| 12| 14| 16
Grofle auf Schnitt 0 2 3 4 5 6 7

Tabelle 5.3. Max. DD-Groflen bei der Substitution der breiten nonrestoring Division
Bitbreite | 3| 4] 5] 6] 7] 8| 12|16] 24| 32| 48
maximale Grofle 20 125 31|37 43|49 || 73|97 | 145 | 193 | 289
maximale Grofle auf Schnitt)| 14 | 19 | 25 | 31 | 37 | 43 || 67 | 91 | 139 | 187 | 283

Bei diesem Dividierer gilt die Vermutung, dass auf den Schnitten Funktionen dargestellt
werden, die der Transformationsfunktion sehr &hnlich sind. Da aus den in Abschnitt p.3
durchgefiihrten Untersuchungen bereits bekannt ist, dass sich die Transformationsfunk-
tion effizient darstellen lasst, sollte auch die Substitution dieses Dividierers effizient mog-
lich sein. Um dies zu untersuchen, wurde wieder mit denselben Parametern (alle Knoten
pDy, verzahnte Variablenordnung) Messungen durchgefiihrt.

Die in Tabelle p.2 wiedergegebenen Messwerte bestatigen die Vermutung sehr deut-
lich, dass bei dieser Variante der nonrestoring Division ein effizienter Aufbau des transfor-
mierten Schaltkreises moglich ist. Wieder sind in der Tabelle die Laufzeit, der maximale
Peak wahrend der Substitution und die Darstellungsgrofen auf den Schnitten aufge-
fiihrt. Bei dieser Vorgehensweise bendtigt der Dividierer fiir 8 Bit Zahlen weniger als 6
Sekunden im Vergleich zu knapp 5 Stunden, eine Verbesserung um mehr als einen Faktor
8000. Auch bei der Betrachtung der maximalen DD Gréfle ergibt sich ein bemerkens-
werter Unterschied, betrégt der Peak in der breiten Variante (wieder fiir 8 Bit Zahlen)
gerade mal 49 Knoten, sind bei der Verifikation des ,normalen* Dividierers 48121 Knoten
notwendig. Dies stellt immerhin noch eine Verbesserung um nahezu einen Faktor 1000
dar.
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

In Tabelle B33 sind nochmals die Grofle des Peaks und die Grofle der maximalen
Darstellung auf einem Schnitt fiir die Substitution des breiten Dividierers dargestellt.
Deutlich zeigt sich, dass mit dieser Vorgehensweise auch grofie Bitbreiten verarbeitet
werden konnen. So betragt der Peak bei einer Bitbreite von 48 nur 289 Knoten. Fiir die
durchgefithrten Messungen gilt sogar, dass sich die Gréfle des Peaks durch eine einfache
lineare Funktion abschétzen lasst.

Vermutung 5.4.1 (DD-Groéf3e wiahrend der Substitution) Bei der vorgestellten
breiten Variante des nonrestoring Dividierers gilt: Fiir n > 3 lasst sich die maximale
DD-Grofle wihrend der Substitution des transformierten Schaltkreises nach oben durch
die Funktion 6n + 1 abschétzen. o
5.4.3. Bildberechnung

Nachdem in diesem Fall die Uberpriifung der Bedingung
D-Q+ RV = RO (5.14)
effizient moglich ist, muss zur vollstdndigen Verifikation noch die Bedingung
0<R™Y <D (5.15)

nachgewiesen werden. Dies kann z.B. durch eine Bildberechnung des Dividierers realisiert
werden. Um wihrend der Bildberechnung nicht die Operationen < und mod darstellen
zu miissen, wird stufenweise vorgegangen. Dabei wird, unter Beriicksichtigung des zuge-
hérigen Definitionsbereichesf], fiir jede Stufe das Bild berechnet. Bei der Bildberechnung
gilt:

1. Der Definitionsbereich der ersten CAS-Zelle (Stufe 0) ist mit dem spezifizierten
Definitionsbereich des Dividierers identisch. Fiir die Bildberechnung wird der durch
die Eingangsbedingung

0<D<2" und 2" ' < RO <201 p (5.16)
beschriebene Definitionsbereich gewahlt.
2. Das Bild img; von Stufe i ist gleichzeitig der Definitionsbereich von Stufe ¢ 4 1.

Werden die Bild- und Definitionsbereiche als charakteristische Funktionen dargestellt, so
ergibt sich folgender Algorithmus zur Berechnung des exakten Bildes bei der nonrestoring
Division:

Eingabe: Netzliste des Dividierers.

5Der Definitionsbereich ist als charakteristische Funktion x gegeben.
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5.4.  Der vollstandige nonrestoring Dividierer

Ausgabe: Das exakte Bild des Dividierers, sowie das Bild auf jedem Schnitt. Die
Bilder werden als charakteristische Funktionen in Form von OBDDs
reprasentiert.

Algorithmus:  Sei x(D, R®) die charakteristische Funktion (der Definitionsbereich) auf
Schnitt 4, weiter sei f;(D, R®") die Funktion, die durch Stufe 7 berechnet
wird.

1. Beginne auf Schnitt 0, also i = 0;

2. Bestimme die OBDD-Darstellung f;(D, R®) der Stufe i. Dies kann
durch Substitution oder Vorwartsaufbauen geschehen.

3. Sei fij(D, R®) der Bit-Level Ausgang der Stufe i, der rj(i“) berech-
net. Fithre die eigentliche Bildberechnung (siehe Definition P.1.7 auf
Seite 1 und Definition 2.1.8) durch, hierzu muss

n—1+2-4
img; = 3R o x(D, RY) - fi(D,RY) - [] <f3 (D, RO) & 7“5-“)
1=0

(5.17)

berechnet werden. Weitere Hinweise zur effizienten Implementie-
rung der Bildberechnung bei OBDDs kénnen in [28] nachgelesen
werden.

4. Falls i < n+1 gilt, setze x(D, RO*Y) := img; und fahre bei Schritt
2 fort.

Durch dieses Verfahren miissen nur die DDs fiir die charakteristischen Funktionen bzw.
fiir die Bilder und die Stufen selbst aufgebaut werden. Die Bildberechnung wird mit
derselben Variablenordnung wie die Substitution durchgefiihrt, allerdings werden als
Datenstrukturen OBDDs verwendet.

Fiir die Verifikation des Dividierers geniigt eine Bereichsabschatzung des Bildes, da
nur die Bedingung

0<R™ <D (5.18)
gezeigt werden muss.

Satz 5.4.2 (Bildbereich auf den Stufen)
Fuir die breite nonrestoring Division gilt unter Beriicksichtigung der Vorbedingung

0<D<2" und 2" ' < RO <20V .p (5.19)
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

fiir das auf Schnitt i mit 0 < i < n dargestellte Bild, img, = img(R")) die Bereichsab-
schatzung

—2"7". D < range(img;) < 2"7'D . (5.20)

Fiir Schnitt n + 1 gilt die Bereichsabschdatzung
0<R"™Y <D (5.21)
O

BEWEIS: Durch strukturelle Induktion tiber die Anzahl der Stufen:

Verankerung: Nach Gleichung b.1 auf Seite B8 folgt aus der Vorbedinung fiir das Bild
auf Schnitt 1:

on—1 < R(O) < on—1p
& onl_on-lp < RO) _on-lp  9n-lp_on-1p
& 2l1-D) < R < 0
& —on—1p < RM < 0

Da R < 0 gilt, addiert die zweite Stufe. Somit folgt fiir den Bereich
von imgy:
RM 4+ om2p < 272D

R < 272D

& 2" D+ 272D

<
2N —on—2p <

Induktion (i — i+ 1): Nach Induktionsvorrausetzung gilt fir 1 < i < n:
2" "D < RW < 2"7ip
Es ergeben sich zwei Falle:

1. —2iD < R®W < 0, also ROTD = R() 4 gn—(+1)

—2n=ip < RO < 0
PN _aniD + 2nf(i+1)D < R(z) + 2n7(i+1)D < an(i+1)D
PN _2n—(i+1)D < R(’H—l) < 2n—(i+1)D

2. 0 < R < 277iD also ROTY = RO — 9n=(+1)

0 < R0 < 2"=ID
o —on—(i+1)p < RG) _ on—(i+1) D < ip on—(i+1)
PN _on—(i+1) p < R(i+1) < on—(+1) D
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5.4.  Der vollstandige nonrestoring Dividierer

Tabelle 5.4. Bildberechnung des breiten nonrestoring Dividierers

Bitbreite | 3] 4] 5| 6| 7] 8
maximale Grofe 38 [ 94 148 | 202 [ 256 [ 310
Laufzeit /s 04]06] 1.0] 1.4] 22 3.2

Grofle auf Schnitt 0 6| 12| 18| 24| 30| 36
Grofle auf Schnitt 1 6| 11 16| 21| 26| 31
Grofle auf Schnitt 2 || 14 | 22| 30| 38| 46| 54
Grofle auf Schnitt 3 || 18 | 27| 33| 39| 45| 51
Grofle auf Schnitt 4 || 12 | 32| 41| 47| 53| 59

Grofle auf Schnitt 5 23| 46| 55| 61| 67
Grofle auf Schnitt 6 33| 60| 69| 75
Grofle auf Schnitt 7 43| 74| 83
Grofle auf Schnitt 8 53 | 88
Grofle auf Schnitt 9 63

Die Behauptung fiir die Darstellung auf Stufe n + 1 ist fiir den Fall 0 < R(™ erfiillt, da
in diesem Fall die Stufe zur Riickaddition die Identitit berechnet. Fiir den Fall R(™ < 0
gilt genauer

-D < R™ <0
und die Stufe n + 1 berechnet R+ = R(™ 4 D somit gilt
0<R"™Y <D n

Aus diesem Satz ergibt sich Korollar p.4.2. Das Korollar ibertragt die in Satz B-I.1] auf
Seite [ getroffene Aussage, das auf den Schnitten n-Bit Zahlen zur Darstellung geniigen,
auf den breiten Dividierer. Beim breiten Dividierer berechnen die héherwertigen Bits
lediglich eine Sign Extension.

Korollar 5.4.2
Unter den Voraussetzungen fir Satz p.4.2 auf Stufe i € {1,n},

(4)

Tn—1+42i = 7”7;—1+2.z‘—1 == rﬁf) = ngl ) (5.22)

gilt speziell fiir das Bild auf Stufe n + 1:
iy =ri ==l =) =0 (5.23)
O
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5. Untersuchungen zur Verifikation der nonrestoring Division

Tabelle 5.5. Ubersicht der Bildberechnung beim breiten nonrestoring Dividierer
Bitbreite | 3] 4] 5] 6| 7| 8| 12| 16| 24| 32| 48]
maximale Grofe || 38 | 94 | 148 | 202 | 256 | 310 || 526 | 742 | 1174 | 1606 | 2470
maximales Bild || 18 | 32 | 46 | 60| 74| 88 | 144 | 200 | 312 | 424 | 648
Bildgrofe 12123 33| 43| 53| 63| 103 | 143 | 223 | 303 | 463

In Tabelle p.4 ist die Grofle des maximalen Peaks wahrend der Bildberechnung, so-
wie die Grofle der Bilder auf den jeweiligen Schnitten angegeben. Die Messwerte auf
den Schnitten sind wieder in der Reihenfolge angeben, in der sie vom Algorithmus ab-
gearbeitet werden. Die Bildberechnung beginnt mit den Eingéngen, also Schnitt 0, des
Schaltkreises. Zuséatzlich ist die auf einer Ultra Sparc 1 notwendige Rechenzeit zur Be-
stimmung des exakten Bildes des Dividierers aufgefiithrt. Wieder zeigt sich deutlich, dass
auch die Grofle des Peaks effizient handhabbar ist.

Tabelle -3 fasst nochmal die Gréfle des maximalen Peaks, die Grofle des maximalen
Bildes auf einer Stufe sowie die Grofie des Bildes des Dividierers zusammen.

Vermutung 5.4.2 (Grofle wiahrend der Bildberechnung) Fiir die vorgestellte
breite Variante des nonrestoring Dividierers gilt: Die maximale DD-Grofle wéhrend der
Substitution des transformierten Schaltkreises lasst sich nach oben durch die Funktion
54n — 122 abschatzen. O

5.5. Erste Riuckschliisse zur Verifikation der schmalen
Implementierung

Nachdem bei der breiten Variante des Dividierers eine sehr effiziente vollautomatische
Verifikation moglich ist, stellt sich die Frage, wie die neu gewonnenen Erkenntnisse helfen,
reale Designs zu verifizieren.

Der Hauptunterschied zwischen den beiden Varianten der nonrestoring Division liegt
in der Funktion der CAS-Zellen. Beim breiten Dividierer ist gewéhrleistet, dass bei dem
Ergebnis der CAS-Zellen kein eventuell enstehender Uberlauf verloren gehen kann. Ge-
nauer basieren die CAS-Zellen in diesem Design auf Korollar 2.3.3 auf Seite Bg, so dass im
mathematischen Sinne die Addition und Subtraktion in den ganzen Zahlen Z berechnet
wird. Dagegen ergibt eine Analyse des Designs des schmalen Dividierers zusammen mit
der Aussage von Satz auf Seite B9, dass dort kongruent modulo 2¢ gerechnet wird.
Sei f;(D,R®) die von der CAS Zelle i der schmalen nonrestoring Division berechnete
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5.5. Erste Riickschliisse zur Verifikation der schmalen Implementierung

Funktion, dann gilt lediglich:

£:(D, RDY = g, - (R@ _gnl-i, D) (1= gui) - (R@ 4onl-i D) (mod 27)
(5.24)

Weiter gilt auch die Ungleichung:
Fi(D,RD) £ g_i - (R@ —gn—l-i, D) + (1= gnoi) - (Rm 4 on—1-i, D) (5.25)

Dieser funktionale Unterschied scheint zu einer exponentiellen Diskrepanz in der zur
Verifikation benétigen DD-Gréfe zu fithren.

Um ein Verfahren zur Verifikation der ,normalen® nonrestoring und restoring Division
zu entwickeln, bieten sich zwei Ideen an:

1. Es wird die Tatsache ausgenutzt, dass sich der schmale Dividierer in natiirlicher
Weise in die verbreiterte Konstruktion einbetten lasst, d.h. zur Verifikation wird
der Dividiererschaltkreis ,virtuell* verbreitert. Aus Korollar p.4.2 ergibt sich di-
rekt, dass beim so erweiterten, korrekten Dividierer die Erweiterung nur eine Sign-
Extension durchfithrt. Somit folgt aus der Korrektheit der verbreiterten Varian-
te die Korrektheit des schmalen Dividierers. Hierbei wird der schmale Dividierer
durch eine zuséitzliche Erweiterung in einen zum breiten Dividierer mit Probe-
schaltkreis dquivalenten Schaltkreis transformiert. Ein auf diese Grundidee auf-
bauendes Verfahren wird in Kapitel f vorgestellt.

2. Werden die fithrenden Bits bei der Berechnung der breiten nonrestoring Division
betrachtet, so gilt nach Korollar p.4.2 , dass nur die niederwertigsten n Bit maf-
gebend sind, da die hoherwertigen Bits lediglich eine Sign-Extension darstellen.
Dadurch kann die Darstellung des breiten Dividierers als eine Art DC-Belegung
der DD-Darstellungen des schmalen Dividierers (auf den Schnitten) aufgefasst wer-
den. Anders formuliert, die Funktionalitat des breiten und des schmalen Dividierers
unterscheidet sich auf den Schnitten nur fiir Eingaben, bei denen die Bedingung
an die Eingénge (Gleichung B4 auf Seite [[J) verletzt ist. Durch geschickte DC-
Belegung kann versucht werden, die Darstellungen auf den Stufen klein zu halten.
Erste Ergebnisse von Untersuchungen, die in diese Richtung zielen, sind in Kapi-
tel [ dargelegt.
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6. DD-basierte Verifikation von
Dividierern

In Kapitel § wurde eine spezielle Version der nonrestoring Division vorgestellt, bei der
die Verifikation mit Platz O(n) moglich ist. In diesem Kapitel sollen diese Ergebnisse
verallgemeinert werden.

Ein wichtiger Schritt des vorgestellten Verfahrens ist die Transformation des
Dividierer-Schaltkreises. In diesem Fall besteht die Transformation aus zwei Schritten:
Erst wird jede Stufe erweitert, so dass sie einer Stufe des vorgestellten , breiten” Divi-
dierers entspricht und anschliefend wird der Gesamtschaltkreis um die ,Proberechnung®
erganzt.

6.1. Notation

Um die Erweiterung der einzelnen Stufen moglichst allgemein beschreiben zu kénnen,
werden folgende Funktionen benétigt:

CAS Die CAS-Zelle berechnet eine Funktion vom Typ: B"xB"xB — B™. Seic € B
und seien a,b € B"™ bindre Vektoren mit A = [a] und B = [b] so berechnet die
CAS-Zelle

P (e (A=B)+ (1—c) - (A+B))] . (6.1)

Aus den vorherigen Kapiteln ist bekannt, dass ein n-Bit nonrestoring Divi-
dierer in der Regel aus n CAS-Zellen der Bitbreite n und einer Zelle fiir die
Riickaddition aufgebaut ist.

CASy, Die CASz-Zelle basiert auf Korollar 2.3.3 auf Seite BS. Es handelt sich um eine
Funktion vom Typ B® x B" x B — B"*!. Sei ¢ € B und seien a,b € B" binire
Vektoren mit A = [a] und B = [b] so berechnet die CASz-Zelle

c-(A-=B)+(1—-¢)-(A+B). (6.2)

Ein wie in Abschnitt b.4.1] beschriebener n-Bit nonrestoring Dividierer besteht
aus n CASyz Zellen und einer Zelle fiir die Riickaddition.
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6. DD-basierte Verifikation von Dividierern

XCASy,

Eine i-Bit breite XCASz-Zelle[] erweitert eine n-Bit breite CAS-Zelle zu einer
n + i-Bit breiten CASgz-Zelle. Diese Erweiterung wird, wie in Abb. Bb.1] gezeigt,
durchgefiihrt.

Die XCASz-Zelle besteht dabei intern aus einer i-Bit breiten CASz-Zelle, die
zusétzlich zum Auswahleingang s ein Eingangs-Carry ¢;, beriicksichtigt. Dieses
Eingangscarry wird aus den Eingéngen der n-Bit CAS-Zelle berechnet und
entspricht genau einem etwaigen Ausgangsiibertrag der CAS-Zelle.

Der zu R korrespondierende Eingang der CASz-Zelle wird mit E() gekenn-
zeichnet. Er entspricht genau dem Ausgang der C'ASz-Zelle in der XCASz-
Zelle der vorangegangenen Stufe. Bei dem zu D korrespondierenden Eingang
werden alle Leitungen auf 0 gelegt. Aufgrund der Voraussetzung 0 < D ent-
spricht dies einer Sign-Extension von D auf die Gesamtbitbreite der XCASz-
Zelle.

Fiir diese Erweiterung ist fiir Stufe ¢ neben dem Eingangsignal D und dem
Ausgangssignal @ des Dividierers nur der Zugriff auf das héchstwertigste Bit
des Partialrestes R~ notwendig. In Abbildung [A.5 auf Seite [L09 ist eine
mogliche Implementierung der XCASz-Zelle gezeigt.

6.2. Verfahren zur automatischen Verifikation von
nonrestoring Dividierern

6.2.1.

Der Grundalgorithmus

Folgendes Vorgehen ermoglicht eine vollstandige Verifikation der nonrestoring Division
mit geringstmdoglichen manuellen Eingriffen.

Eingabe:

Ausgabe:

Netzliste des nonrestoring Dividierers. In der Netzliste sind neben den
Eingéingen D und R sowie den Ausgingen @ und RtV auch die
Busse, an denen die Partialreste R(?) anliegen, markiert.

Die Markierung der R®-Busse fiir 0 < i < n + 1 stellt den einzigen
manuellen Eingriff dar. Ansonsten lauft das Verfahren vollautomatisch
ab!

Aussage iiber die Korrektheit des Dividieres. Im Falle eines fehlerhaften
Schaltkreises ist eine ungefihre Abschéatzung des Fehlerortes méglich.

Algorithmus: 1. Erweitere die einzelnen Stufen, so dass ein ,virtueller breiter Di-

vidierer entsteht. Hierzu wird die CAS-Zelle von Stufe 7 zu einer

LeXtensional CASz-Zelle
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6.2. Verfahren zur automatischen Verifikation von nonrestoring Dividierern

Abbildung 6.1. Erweiterung einer Stufe am Beispiel einer CAS-Zelle

L0 E() D R Qi

dn—1 (i)

Tn1
”””””””””””””””” T T
i1 it n—1 n—1 |t

n + 1 Bit CASy,
i+ 2 n—1
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 Schnitt 7 + 1
Ei+1) RO+ Gn—i—1
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6. DD-basierte Verifikation von Dividierern

80

XCASz-Zelle mit Bitbreite

(6.3)

n+2i fuir0<i<n
3n—2 firi=n

erweitert. Durch die Markierung der R-Busse ist diese Erweite-
rung ohne manuelle Eingriffe moglich.

. In einem weiteren Schritt wird die Variablenordnung auf den

Schnitten festgelegt. Als geeignet hat sich die Verzahnung von D-
und R)-Bussen erwiesen. Aufgrund der Markierung der R()-Busse
kann die Sortierung automatisch erfolgen.

. Fihre eine ,stufenweise“ Bildberechnung, wie in Abschnitt p.4.3

auf Seite [[Q vorgestellt, auf dem erweiterten Dividierer durch. Auf
Schnitt 4 mit R® und E® muss gelten:

ef) = =ef) =1, (6.4)

Speziell auf Schnitt n 4+ 1 muss die Bedingung

e A - T IRE

gelten. Zudem muss auch die Ungleichung
R < p (6.6)

iberprift werden.

. Erweitere ,,virtuell“ den (verbreiterten) Dividierer zusitzlich um die

Proberechnung Q - D + [E(+tD) | RHD] | wobei
[ECHD, RO = [t el it et 6y

gilt.

. Durch Substitution (Riickwértsaufbau) wird gezeigt, dass der Ge-

samtschaltkreis, bestehend aus dem verbreiterten Dividierer und
der Proberechnung, die Identitat darstellt. Durch die Markierung
der R®-Busse kann leicht sichergestellt werden, dass im Verlauf
der Substitution die Stufen berticksichtigt werden.

Am Ende des Verfahrens kann durch einen einfachen Isomorphie-
Test nachgepriift werden, dass der Gesamtschaltkreis RO darstellt.
Zusatzlich kann auch effizient auf jeder Stufe die dargestellte Funk-
tion mit der Soll-Funktion (sieche Satz .41 auf Seite 1) verglichen
werden.



6.2. Verfahren zur automatischen Verifikation von nonrestoring Dividierern

6.2.2. Eigenschaften des Verfahrens

Die Korrektheit des Verfahrens kann direkt aus den Ausfithrungen in Abschnitt p.4
auf Seite (G gefolgert werden. Hierbei ist besonders zu beachten, dass die Erweiterung
E® aus Schritt § nur eine Sign-Extension des aktuellen Partialrestes darstellt. Nach

Korollar auf Seite @ gilt fiir den korrekten Dividierer mit B = [egn), o ,e(()i)]
und R = [r(i) ,r(()i)]:

n—1»
eV = ... = e(()i) O (6.8)

Diese Bedingung kann effizient durch eine Traversierung des darstellenden Graphen iiber-
priift werden. Ist diese Bedingung auf Schnitt i verletzt, so kann daraus bereits gefolgert
werden, dass eine der Stufen O bis ¢ nicht korrekt implementiert ist. Mit sehr hoher
Wahrscheinlichkeit liegt der Fehler in der Stufe i oder i — 1. Anzumerken bleibt, dass auf
Schnitt n+1 zudem rﬁlnﬂ) = 0 gilt und das Bild zusitzlich die Bedingung 0 < R"t1) < D
erfiillen muss.

Auch bei der Substitution kann effizient auf jedem Schnitt ein Vergleich der darge-
stellten Funktion mit der im korrekten Fall dargestellten Funktion durchgefiihrt werden,
um eine Fehlerlokalisation durchzufiihren.

Das vorgestellte Verfahren bietet zudem die Moglichkeit, bei einem fehlerhaften Ver-
halten des Schaltkreises effizient die Eingaben zu bestimmen, bei denen Implementierung
und Spezifikation abweichende Ergebnisse liefern. Wie bei den tblichen DD-basierten
Ansétzen (siehe [I0]) kann diese Eingabemenge durch eine &-Operation ermittelt wer-
den. Zu beachten ist, dass dieser Schritt sowohl fiir die Bildberechnung als auch fiir das
Ergebnis der Substitution durchgefithrt werden muss, um alle Eingaben zu erhalten, die
ein Fehlverhalten hervorrufen.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Verfahrens ist die Robustheit gegeniiber der
genauen Implementierung der CAS-Zelle. In Abschnitt p.2.4 und B.2.5 wird eine Variante
vorgestellt, die eine lineare DD-Grofe bei beliebigen CAS-Implementierungen garantiert.

6.2.3. Messwerte

Um das Verfahren bewerten zu konnen, wurden auf einer Ultra Sparc 2 mit 1GB Haupt-
speicher der nonrestoring-Dividierer nach dem beschriebenen Verfahren verifiziert. In
Tabelle B-1] sind die wichtigsten Messwerte wiedergeben:

e Die Eingabegrofle wird in der ersten Zeile durch die Bitbreite des Dividierers an-
geben. Um einen Eindruck fiir die Grofle der darstellenden Netzliste zu geben, ist
in der zweiten Zeile die Anzahl der Gatter des Schaltkreises ohne Transformation
aufgefiihrt.

e In der dritten Zeile ist die zur Verifikation benétigte Laufzeit in Sekunden angege-
ben.
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6. DD-basierte Verifikation von Dividierern

e In der néchsten Zeile ist die (Peak-) Grofie des maximalen DDs wihrend des Ver-
fahrens dokumentiert. Dieses Maximum tritt wahrend der Bildberechnung auf.

e Die maximale Grofie wahrend der Substitution vermittelt einen Eindruck der Dar-
stellungsgrofie der Funktionen auf den Schnitten (siehe Satz p.4.1] auf Seite p1).

e In der vorletzten Zeile ist die Grofle des OBDD angegeben, der das Bild des ver-
breiterten Dividierers reprasentiert.

e Die letzte Zeile gibt die OBDD-Gro6fe des maximale Bildes auf einem Schnitt wie-
der.

Diese Messwerte werden in Abb. B2 nochmals veranschaulicht. Hierbei ist deutlich der
lineare Platzbedarf zu sehen. Die maximale DD-Grofle wiahrend der Verifikation ldsst
sich, abhangig von der Bitbreite n fiir n > 3 exakt angeben als 54n — 112. Fur die
betrachteten Bitbreiten ist ein akzeptables Laufzeitverhalten feststellbar.

Vermutung 6.2.1 Das beschriebene Verfahren zur Verifikation von Dividierer-Schalt-
kreisen erlaubt die Verifikation von n-Bit nonrestoring Dividierern mit der vorgestellten
Strukturf mit einer maximalen DD-Gréfle von 54n — 112 inneren Knoten. o

Da eine quadratisch wachsende Schaltkreisbeschreibung eingelesen und verarbeitet wer-
den muss und die bendtigten DD-Algorithmen im Worst-Case Verhalten exponentiell sind
(siche Tabelle P.1] auf Seite P§ und 2.2 auf Seite BJ), lasst sich hieraus keine Abschétzung
fiir die Laufzeit ableiten. Allerdings lassen sich auf einer handelsiiblichen Workstation
mit dem hier vorgestellten Verfahren sogar 96-Bit Dividierer in weniger als 10 Stunden
vollstandig verifizieren.

6.2.4. Mogliche Erweiterungen und Optimierungen

Bisher wurde sowohl bei der Bildberechnung als auch bei der Substitution von einer
flachen Netzliste ausgegangen, d.h. der komplette Schaltkreis ist nur aus zweiwertigen
Funktionen aufgebaut. Experimente haben gezeigt, dass beim verbreiterten Dividierer
folgende zwei Varianten bei der Substitution moéglich sind, ohne eine Erhéhung des Platz-
bedarfes hervorzurufen:

Variante A

1. Fiir jeden Ausgang des Addierers innerhalb der CAS-Zelle wird ein KxBMD
aufgebaut, das von den Eingidngen des Addierers abhingt und den Ausgang

reprisentiert] (eine Funktion f: B/ — B mit 1 < j < 2n — 2.).

2Gemeint ist hier der strukturelle Aufbau der nonrestoring Division in n CAS-Zellen und einer Zelle
fiir die Riickaddition.
3Es wird die Projektion der Addition auf das gerade betrachtete Ausgangsbit berechnet.
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Tabelle 6.1. Ubersicht der Verifikation des nonrestoring Dividierers

Bitbreite | 3| 4] 5| 6] 7| 8 | 9] 10
Schaltkreisgrofie 65 | 112 | 171 | 242 325 420 527 646
Laufzeit /s <1l| <1 1 2 4 6 9 12
maximale Grofe 41 | 104 | 158 | 212 266 320 374 428
Substitition (maximal) 23 31 39 48 57 66 66 75
BildgroBe 12 23 33 43 53 63 73 83
Bild (maximal) 20 34 48 62 76 90 104 118
Bitbreite | 12| 16| 24| 32| 48| 64| 80| 96
Schaltkreisgrofie 920 | 1612 | 3572 | 6300 | 14060 | 24892 | 38796 | 55772
Laufzeit/s 21 99 | 199 | 540 | 2346 | 6868 | 16393 | 34167
maximale Grofie 536 | 752 | 1184 | 1616 | 2480 | 3344 | 4208 | 5072
Substitution (maximal) || 102 | 138 | 210 | 282 426 570 714 858
Bildgrofe 103 | 143 | 223 | 303 463 623 783 943
Bild (maximal) 146 | 202 | 314 | 426 650 874 | 1098 | 1322
Abbildung 6.2. Auswertung der Verifikation des nonrestoring Dividierers
6000 I I I 600
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2. Die so aufgebauten K¥BMDs werden sequentiell in die Darstellung auf dem
Schnitt substituiert.

3. Anschlieend werden die @-Gatterf] der CAS-Zelle in die dargestellte Funktion
substituiert.

Alternativ kann auch der als shared K¥BMD (eine Funktion f’ : B2ntitl
B27+i+3) dargestellte Addierer aufgebaut und die parallele Substitution des
TUDD-Paketes (siehe [23]) verwendet werden.

Variante B

1. Fiir jeden Ausgang der Stufe 7 wird ein K¥BMD aufgebaut, das nur von den
Eingéngen der Stufe abhédngt und den Ausgang représentiert.

2. Die so aufgebauten K¥BMDs werden sequentiell in die Darstellung auf dem
Schnitt substituiert.

Alternativ kann auch die als shared K*BMD dargestellte Stufe aufgebaut wer-
den. Die Substitution der Stufe kann mit Hilfe der parallelen Substitution des
TUDD-Paketes (siehe [Z3]) oder auch sequentiell, ein Ausgang nach dem anderen,
durchgefihrt werden.

Damit diese Varianten effizient durchfiirbar sind, muss entweder jedes Bit (Ausgang)
der Addition (bei Variante A) oder jedes Bit (Ausgang) der Stufef] (Variante B) effizient
darstellbar sein.

6.2.5. Analyse des Platzverhaltens

Fiir eine Beispielimplementierung mit CAS-Zellen, die auf Carry-Ripple Addierern ba-
sieren, wurden bei den durchgefiihrten Experimenten ein linearer Platzbedarf benétigt.
Das auch fiir CAS-Zellen, die auf anderen Addierern beruhen ein linearer Platzbedarf
zu erwarten ist, lasst sich wie folgt motivieren:

Bildberechnung: Bei der Bildberechnung wird zuerst fiir jeden Ausgang der (breiten)
CAS-Zelle ein OBDD aufgebaut. Da bei jeder Implementierung der
CAS-Zelle dieselbe Funktionalitdt realisiert wird, ist nur der Aufbau
dieser OBDDs kritisch. Es ist bekannt, dass sich Addierer und Subtra-
hierer effizient als OBDD darstellen und aufbauen lassen (siehe [G]).
Wird die Variable s, die das Auswahlbit fiir Addition oder Subtraktion
reprasentiert, als Top-Variable verwendet, ist klar, dass auch jeder Aus-
gang einer CAS-Zelle (jeder Stufe) effizient darstellbarf] ist. Sobald die

“Im Falle der Riickaddition die ensprechenden A-Gatter mit negiertem Eingang.

Sgenauer: einer CAS-Zelle

5In diesem Fall ist die ,,Addition® gerade der low-Sohn der Top-Variablen und die ,,Subtraktion“ der
high-Sohn der Top-Variablen.
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Stufe dargestellt ist, lassen sich direkt die Ergebnisse aus Tabelle B.1]
fiir die Bildberechnung tibernehmen. Somit ist also fiir jede (funktions-
dquivalente) Realisierung der CAS-Zellen/Stufen ein linearer Platzbe-
darf fiir die Bildberechnung der nonrestoring Division zu erwarten.

Substitution: Auch bei der Substitution lasst sich aus den in Abschnitt (.2.4 vorge-
stellten Erkenntnissen zusammen mit Satz B.2.1 motivieren, dass sich
der lineare Platzbedarf auch mit anderen Realisierungen der CAS-
Zellen erreichen lasst. Nach Satz B.2.0] ist es moglich, die Bitlevel-
Ausgéinge des Addierers in der CAS-Zelle komplett (z.B. durch Vor-
wartsberechnen) aufzubauen und ,auf einmal“ zu substituieren. Des-
weiteren zeigt dieser Satz, dass auch das Carry-Bit der Addition effizi-
ent dargestellt werden kann, so dass sich auch die XCAS-Zellen effizient
verwenden lassen.

Weiter zeigt Vermutung 6-2-3, dass bei der Substitution zuerst jeder
Ausgang einer Stufe als K¥BMD aufgebaut werden kann (entweder
yvorwarts® mit Hilfe von Syntheseoperationen oder ,riickwérts® durch
Substitution) und in die Darstellung auf dem Schnitt hineinsubstituiert
werden kann, ohne dass sich die Platzabschatzung andert.

Satz 6.2.1 (Darstellung der Ausginge eines Addierers und Subtrahierers)
n—1 n—1

Seien X = 3" x;, Y = Y yi mit {xo,--. ,Tu_1,Y0,--- ,Yn_1} € B, s0 lassen sich alle
i=0 i=0

Summen- und Ubertragsbits der Addition X +Y und der Subtraktion X —Y mit der

DTL d = (pDy, ... ,pDy) und der Variablenordnung (xn—1,Yn—1,-..To,Y0) als shared

KxBMD mit 4n — 1 inneren Knoten darstellen. O

BEwEIS: Durch strukturelle Induktion. Der Beweis wird nur fiir die Addition durchge-
fiihrt, fiir die Subtraktion ist der Beweis analog durchzufiihren.

Fiir n = 1 ist die Aussage klar, betrachte nun getrennt den Induktionsschritt fiir die
Darstellung der Summen- und Ubertragsbits.

1. Darstellung des Summenbits s,,:
Es gilt

Sp = Tn ® Yn D Cn-1 (6.9)
entsprechend ergibt sich durch Ausnutzen der Word-Level Darstellungen fiir die
bindren Operatoren:

Sn = (@n+Yn—2Tn-Yn)t+cn-1—2 - (Tn+Yn—2 Tpn-Yn) " Cn-1)
= (en14Yn =2 yn-cn1) Fan (1 =2 (cn14Yn =2 Yn - Cn1))
= (-1t Yn- (1 =2-cn1)) + 2 (1 =2 (cn-1+yn- (1 —2-cn1)))
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6. DD-basierte Verifikation von Dividierern

Abbildung 6.3. K¥xBMD der Bit-Level-Darstellungen s,, und ¢,

(a) sn (b) cn (¢) s und ¢,
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Mit der gewahlten DTL und Variabelsortierung ergibt sich daraus direkt die in
Abb gegebene DD-Darstellung und fiir die Annahme, dass ¢,—1 in O(n)
darstellbar ist, folgt die Aussage direkt.

. Darstellung des Ubertragsbits ¢,

Es gilt
cn = (Tn ®Yn) A Cn—1V Ty Ayp (6.10)

entsprechend ergibt sich durch Ausnutzen der Word-Level Darstellungen fiir die
bindren Operatoren:

Chn = Tp Cn1+Yn Cno1—2 Ty Yo Cne1+Tn- Yn

— (T +Yn—2 T Yn) - Cn - T - Yn

= Tn Cn-1+tYn Cn—1—2 Tn Yn Cn-1+Tn"Yn
_<33$L‘yn+xn'y72z_2'35%'%21)‘%

= xn'cn—l‘i‘yn'cn—l_2'$n'yn'cn—1+xn'yn
—(2-ZpYn — 2 Tn - Yn) - Cn

= Yn o1+ Tn (€= 2 Yn a1+ Yn)

= (0 + Yn—1 'Cnfl) + xp - (Cnfl + Yn - (1 - 2Cn71))



6.2. Verfahren zur automatischen Verifikation von nonrestoring Dividierern

Abbildung 6.4. Shared , Bit-Level* K*xBMD eines 3 Bit Addierers und Subtrahierers

50 s s &) cl <) 50

Mit der gewahlten DTL und Variablenordnung ergibt sich daraus direkt die in
Abb gegebene DD-Darstellung und fiir die Annahme, dass ¢,—; in ©(n)
darstellbar ist, folgt die Aussage direkt.

Durch Zusammenfassen der Induktionsschritte fiir s, und ¢, ergibt sich die in Abbil-
dung dargestellte Struktur des shared K¥BMD fiir s,, und c,,. n

In Abbildung (-4 ist der shared K¥*BMD fiir alle Summen- und Carry-Bits eines 3 Bit
Addierers (Abbildung B.4(a}) und Subtrahierers (Abbildung B.4(b]) dargestellt.

Experimentell lasst sich eine dhnliche Aussage fiir die Ausgénge der CAS-Zellen zei-
gen (siehe Tabelle p.2), allerdings versagt hierbei die vorgestellte Beweis-Methodik. In
der Tabelle ist in der ersten Spalte die Darstellungsgrofie fiir das n-te Summenbit s,,_1,
in der zweiten Spalte die des n-ten Ubertragsbites ¢,_; angegeben. In den folgenden bei-
den Spalten ist die Darstellungsgrofle fiir einen shared K¥BMD der alle n Summenbits
(bzw. Ubertragsbits) darstellt, aufgefiihrt.
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Tabelle 6.2. Bit-Level Darstellungsgrofie der Ausgénge einer CAS-Zelle

ol [Sn—1] | |en=1] | [S0y--+Sn—1] | |cos--- ,Cn—1]
4 24 29 35 38
9 32 37 50 o1
8 60 65 95 90
9 68 73 110 103
16 132 137 215 194
17 140 145 230 207
24 204 209 335 298
25 212 217 350 311
32 276 281 455 402
33 284 289 470 415
48 420 425 695 610
49 428 433 710 623

Vermutung 6.2.2 (Bit-Level Darstellung der Ausginge einer CAS-Zelle)

n—1 n—1
Seien X = > z;,Y = y; mit {zo,... ,Tn_1,Y0,--- ,Yn_1} € B> und s € B. Weiter
0

1=0 =

sei die DTL d = (pDZT. ..,pDz) und die Variablenordnung (s,Zn—1,Yn—1,---Z0,%0)
gegeben. Somit gilt:
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Das n-te Summenbit der CAS-Zelle ¢- (X —Y) + (1 —¢) - (X +Y) lésst sich als
K*BMD mit

(6.11)

9n — 12 falls n > 2 und n gerade
9n — 13 falls n > 2 und n ungerade

inneren Knoten darstellen. Als shared K¥BMD fiir die ersten n Summenbits werden
15n — 25 innere Knoten bendtigt.

Das n-te Ubertragsbit der CAS-Zelle ¢- (X —Y) + (1 —¢) - (X +Y) liisst sich als
K*BMD mit

{gn — 7 falls n gerade (6.12)

9n — 8 falls n > 2 und n ungerade

inneren Knoten darstellen. Als shared K*BMD fiir die ersten n Ubertragsbits wer-
den 13n — 14 innere Knoten benotigt. 0



6.3. Zusammenfassung

6.3. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein Verfahren motiviert, dass eine vollautomatische Verifikati-
on der nonrestoring Division ermoglicht. Die vollstandig DD-basierte Verifikation wird
durch eine geeignete Transformation (Schaltkreiserweiterung) ermoglicht. Als einzige Zu-
satzinformation, neben den Ein- und Ausgingen des Schaltkreises, ist das Markieren der
R® Busse notwendig. Diese Markierung wird zum einen fiir die Transformation, zum
anderen fiur die Bildberechnung und die Aufrechterhaltung der gewiinschten Variablen-
ordnung benétigt.

Mit diesem Verfahren ist es erstmals moglich, Dividierer iiblicher Bitbreiten (bis zu
96 Bit) vollsténdig zu verifizieren.
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7. Don’t Care Minimierung

Im vorigen Kapitel wurden die Ergebnisse aus Kapitel f verallgemeinert, indem zu-
satzlich zur Proberechnung eine Transformation angewendet wurde, die den schmalen
Dividierer auf die breite Variante abbildet. In diesem Kapitel wird ein zweiter Ansatz
motiviert, bei dem auch die Verwandtschaft der breiten und schmalen Implementierung
der nonrestoring Division ausgenutzt wird. Hierbei soll durch ,,geschickte” Belegung des
DC-Bereiches versucht werden, die maximalen DD-Gréflen wahrend der Substitution
»klein® zu halten. Dass solch eine ,geschickte DC-Belegung existiert, kann bereits aus
den in Kapitel | vorgestellten Ergebnissen geschlussfolgert werden.

7.1. DC-Minimierung von Entscheidungsdiagrammen

Bei der DC-Minimierung wird versucht, fiir eine (boolesche) Funktion f eine vollstandige
Erweiterung (siehe Definition B.1.5 auf Seite () g zu finden, so dass ¢ in einem gewéhlten
Kostenmaf ,billiger* als f ist. Ein bekanntes Verfahren zur Minimierung der Monome
in einer booleschen Funktion ist beispielsweise das McClusky Verfahren (siehe [30]). Bei
der DC-Minimierung von Entscheidungsdiagrammen wird in der Regel eine Erweiterung
gesucht, so dass die Anzahl innerer Knoten des darstellenden DDs minimal wird.

Definition 7.1.1 (DC-Minimierung von Entscheidungsdiagrammen) Sei  ein
DD F tiber x € B™ mit der Terminalmenge 7" und der festen DTL d gegeben. Weiter
sei x € B™. Gesucht ist ein DD G iiber x mit der Terminalmenge T und der festen DTL
d, so dass gilt:

d (g alls d
fl(x) = {fF( ) fall € DEF(ff) (7.1)

beliebig sonst
und |G| < |F|. o

In der Regel sind die Mengen DEF(f&) und DC(f&) durch die charakteristische Funktion
(siehe @ auf Seite @) XDEF(f4) gegeben, so dass sich Gleichung @ schreiben lasst
als:

fg(x) _ {f?(:ﬂ) falls XDEF(f?)(x) - (7.2)

1
beliebig falls XDEF(f?)(x):0

91



7. Don’t Care Minimierung

Die Repréasentation der DC-Menge durch die charakteristische Funktion ist in der Regel
zu bevorzugen, da sich diese in natiirlicher Weise als OBDD darstellen lasst.

Wahrend fiir die DC-Minimierung von OBDDs bereits verschiedene Verfahren be-
kannt und eingesetzt werden (siehe [20, 87]), sind fiir Word-Level Diagramme noch keine
wirkungsvollen Verfahren bekannt. Insbesondere bei der Verwendung von {pD,, nDz}-
Zerlegungen ist zu beachten, dass eine DC-Zuweisung keine lokale Operation mehr dar-
stellt, sondern Anderungen global propagiert werden miissen.

7.2. Die Beziehung zwischen den Varianten der
nonrestoring Division

In Abschnitt p.4.3 auf Seite [ wurde bereits mit Korollar p.4.2 gezeigt, dass die hochst-
wertigsten Bits des Busses R beim breiten Dividierer lediglich einer Sign-Extension
der Darstellung beim schmalen Dividierer entsprechen.

Um zu motivieren, dass die Darstellung auf Stufe ¢ des breiten Dividierers einer
Artf] , geschickte* DC-Belegung des schmalen Dividierers entspricht, wurde untersucht,
wie sich die Darstellung des breiten Dividierers verhalt, wenn die die Erweiterung re-
prasentierenden Variablen ,gleichgesetzt“ werden. Im Falle des korrekten Dividierers ist
bekannt, dass die Erweiterung eine Sign-Extension berechnet, d.h. auf jedem Schnitt
gilt, dass alle Variablen der Erweiterung den gleichen Wert (d.h. sie sind entweder alle
gleich 0 oder alle gleich 1) haben. Aus Korollar 5.4.3 folgt, dass dieser Wert gleich dem
Wert des hochstwertigen Bits von R, also 7,_; entspricht. Diese Eigenschaften fithren
zu folgender Vermutung;:

Vermutung 7.2.1 Sei G ein geordnetes DD iiber der Variablenmenge x =
{qn—i,do, - .. ,dn,l,r(()i),... ,rgzl,eéi),... ,egz} mit der DTL d = {pDy,... ,pDz}. G
sei die Darstellung auf Stufe i des verbreiterten n-Bit Dividierers. Weiter sei F' ein DD
iber X' = {gn—ido, ... ,dn—1, r(()i), .. 77"521}7 also ' C x, fiir die Darstellung auf Stufe i
des schmalen n-Bit Dividierers. Dei DTL von D sei d' = {pDg,... ,pDz}.

Sei H das DD iiber x’/, das aus G ensteht, wenn die Variablen {e(()i), e ,eg} der Er-

weiterung durch 7"7(21 ersetzt (substituiert) werden. H besitzt die DTL d'. Weiter sei

gefordert, dass die DDs F, G und H auf den gemeinsamen Variablen dieselbe Variablen-
ordnung besitzen. Dann gilt:

1. H lasst sich durch geschickte DC-Belegung aus F' berechnen, d.h. H und F' stimmen
auf dem Definitionsbereich von F' {iberein. Somit ist H eine Erweiterung von F'.

2. H ist effizient darstellbar. o

!Die Darstellung auf Schnitt ¢ des breiten Dividierers ist von zusétzlichen Variablen, welche die Erwei-
terung reprasentieren, abhéngig.
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7.3.  Verifikation mit Hilfe der DC-Minimierung

Tabelle 7.1. Substitution der Variablen der Erweiterung

Bitbreite | 3] 4] 5] 6] 7] 8] 12]16] 24| 32| 48
maximale GréBe auf Schnitt] 14 [ 19 [ 25 [ 31 [37 [43 [ 67 [ 91 [ 139 | 187 [ 283
nach Substitution 7T[11]15]19 |23 [27[[43[59] 91123187

Das H und F' auf dem Definitionsbereich iibereinstimmen lésst sich direkt aus den Aus-
sagen von Satz B.I.1 auf Seite @8 zusammen mit Satz p.4.4 auf Seite [[1] folgern. Bei
der Argumentation wird ausgenutzt, dass der verbreiterte Dividierer und der schma-
le Dividierer denselben Algorithmus umsetzen und auf den Schnitten nur n-Bit Zahlen
dargestellt werden miissen. Aus dieser Argumentation ergibt sich weiter, dass das Bild
des schmalen Dividierers (dargestellt durch das DD F') aus Stufe i gerade dem Definiti-
onsbereich (Care-Bereich) entspricht, unter dessen Beriicksichtigung Gleicheit zwischen
schmaler und verbreiteter Implementierung gefordert wird.

Die zweite Vermutung, dass die Erweiterung H effizient darstellbar ist, wurde von den
Experimenten bestéatigt. Es hat sich zudem gezeigt, dass auf allen Schnitten die Grofle
von H Kleiner als die von G ist. In Tabelle [[.]] ist die maximale Grofie auf dem Schnitt,
vor und nach der Substitution (siehe hierzu Tabelle .3 auf Seite BY) dargestellt. Bei der
gewahlten, verzahnten Variablensortierung, lasst sich das Wachstum der Darstellung
nach der Substition durch 4n — 5 abschétzen.

7.3. Verifikation mit Hilfe der DC-Minimierung

In diesem Abschnitt soll ein Verfahren motiviert werden, dass eine effiziente Verifikation
der nonrestoring Division ermdglicht, vorausgesetzt, es steht eine geeignete, effiziente
Routine zur DC-Minimierung zur Verfiigung.

7.3.1. Der Grundalgorithmus

Der folgende Algorithmus basiert auf dem bereits vorgestellten Verfahren, verwendet
aber anstatt der Verbreiterung der Stufen (sieche Abbildung B.]] auf Seite [[9) die Idee
der DC-Minimierung. Dadurch wird die Transformation wieder auf die Ergdnzung des
Dividierers um den Probeschaltkreis reduziert.

Eingabe: Netzliste des nonrestoring Dividierers. In der Netzliste sind neben den
Eingiingen D und R sowie den Ausgéngen Q und RtV auch die
Busse an denen die Partialreste R anliegen markiert.

Die Markierung der R()-Busse fiir 0 < i < n + 1 stellt den einzigen
manuellen Eingriff dar. Ansonsten lauft das Verfahren vollautomatisch
ab!
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Ausgabe: Aussage tiber die Korrektheit des Dividieres. Im Falle eines fehlerhaften
Schaltkreises ist eine ungefiahre Abschéatzung des Fehlerortes méoglich.

Algorithmus: 1. Die Variablenordnung auf den Schnitten wird festgelegt. Als ge-
eignet hat sich die Verzahnung von D- und R(®)-Bussen erwiesen.
Aufgrund der Markierung der R()-Busse kann die Sortierung au-
tomatisch erfolgen.

2. Fiihre eine ,stufenweise Bildberechnung, die in Abschnitt p.4.3 auf
Seite [0 vorgestellt wurde, auf dem Dividierer durch. Auf Schnitt

i gilt folgende Beziehung zwischen dem Bild img; und dem Don’t-
Care-Bereich DC;:

DC; = img, (7.3)

3. Erweitere ,virtuell* den Dividierer zuséatzlich um die Proberech-
nung Q - D + R+,

4. Fiihre stufenweise die Substitution durch. Um die vermutlich
exponentiellen Darstellungsgrofien auf den Schnitten (siehe Ab-
schnitt p.3 auf Seite p4) zu vermeiden, wird auf den Schnitten eine
Don’t-Care-Minimierung durchgefiihrt. Das Verfahren wird mit der
Darstellung auf der Stufe, die durch die DC-Minimierung ermittelt
wurde, fortgesetzt.

7.3.2. Korrektheit

Da die zusatzlich ausgefithrten DC-Minimierungen keinen Einfluss auf die Funktionalitat
des Dividierers innerhalb des Definitionsbereiches haben, kann die Argumentation aus
Abschnitt B4 auf Seite B8 direkt iibernommen werden.

7.3.3. Platzverhalten

Im Idealfall findet die DC-Minimierungs-Routine auf jeder Stufe gerade die Belegung,
die der Darstellung des breiten Dividierers nach der Substitution entspricht. In diesem
Fall besteht die Hoffnung, dass der Platzbedarf des Verfahrens mit DC-Minimierung
gegeniiber dem Verfahren aus Kapitel § nur unwesentlich grofler ist.

7.4. Bisherige Untersuchungen

Erste Experimente, bei denen versucht wurde alle DC-Stellen auf ,,0 zu setzen, indem
auf jeder Stufe die Darstellung mit dem entsprechenden Bild multipliziert wird, brachten
keine erkennbaren Erfolge, so dass die Entwicklung komplexerer Algorithmen notwendig
ist.
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Bei OBDDs ist die DC-Minimierung eine lokale Operation. Damit ist gemeint, dass
eine DC-Zuweisung im low-Sohn eines Knotens keine Auswirkung auf die Darstellung
der Funktion des high-Sohnes hat. Somit kann in diesem Fall die gesamte DC-Belegung
in einfacher Weise rekursiv berechnet werden, indem zuerst eine ,,gute“ DC-Belegung
fiir den low-Sohn und anschlieflend eine ,,gute* DC-Belegung fiir den high-sohn ermittelt
wird.

Bei Knoten mit einer Davio-Zerlegung ist dies leider nicht mehr der Fall. Eine DC-
Belegung im low-Sohn ist keine lokale Operation mehr, sondern wirkt sich auch auf die
Darstellung des high-Sohnes aus. Genauer gilt fiir die pD,-Zerlegungf] bei Betrachtung
der Funktion f fiir die Zerlegung nach z;:

f = flow(zi) + T fhigh(a:i)

=f+ai f
0 1 0
= fi +m2(fz _fz)
S~~~ N——
low-Sohn high-Sohn

Wird nun der low-Sohn, in diesem Fall also fio, minimiert, so muss diese Anderung
propagiert werden. Sei f, (g, = f/ 9 der durch die DC-Zuweisung aus f? enstandene,
neue low-Sohn. Damit der Wert von f auf dem Definitionsbereich nicht verdndert wird,
muss die Differenz aus neuem und altem low-Sohn zum high-Sohn addiert werden:

f, = fl,ow(a:i) + x; - (fhigh(:ci) + (flow(zi) - fllow(,z’i))>
=fP+ai (R + 1) = 1)
=0+ (ff = £9)

_ 40 2
_Z—’_‘T'L’L

Im schlimmsten Fall sind durch die Propagation der Veriinderung von f2 mehr neue
Knoten zur Darstellung des high-Sohnes notwendig, als durch die Minimierung von
1Y eingespart wurden. Deswegen muss vor jeder DC-Zuweisung eine Folgenabschitzung
durchgefiihrt werden.

Die im Rahmen dieser Arbeit bisher entwickelten Ansétze erzielen zwar gute Ein-
sparungseffekte auf einer Stufe. Leider wird aber nach der DC-Minimierung nicht die
Funktion dargestellt, die bei der breiten Variante nach der Substitution der Variablen
der Erweiterung, zu finden ist. Der verbleibende Unterschied fiihrt wéhrend des Ver-
fahrens zu einem nicht tragbaren Grossenwachstum, so dass diese Vorgehensweise im
Moment nur fiir kleine Eingaben, bis etwa 8 Bit, sinnvoll angewendet werden kann.

Allerdings bieten die bisher erarbeiteten DC-Minimierungsansétze eine gute Basis
zur allgemeinen DC-Minimierung von Word-Level-Diagrammen mit pD,z-Knoten.

Eine analoge Betrachtung ergibt sich fiir die Zerlegungen pDg, nDg und nDz.
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7. Don’t Care Minimierung

7.5. Ausblick

Der Bereich der Minimierung von Word-Level-Diagrammen durch Ausnutzung von DC-
Bereichen bietet ein weites Forschungsfeld. In diesem Kapitel wurden erste Ergebnisse
vorgestellt und gezeigt, wie diese Minimierungstechnik gewinnbringend beim vorgestell-
ten DD basierten Verfahren zur Verifikation von Dividierern eingesetzt werden kann.

Weitere Arbeiten werden sich auf die Verbesserung der Heuristiken zur DC-Belegung
konzentrieren, um zum einen diese Technik bei der Verifikation von Dividerern einsetzen
zu kénnen und zum anderen, um verschiedene allgemeine Verfahren zur DC-Minimierung
bei K¥BMDs zu untersuchen.
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In dieser Arbeit wurde ein neuer Ansatz zur Verifikation von Dividiererschaltkreisen un-
tersucht. Dabei wird der Schaltkreis erweitert (transformiert), so dass der Gesamtschalt-
kreis die Identitédt darstellt. Somit muss an keiner Stelle der Verifikation die Funktion +
oder mod dargestellt werden.

Speziell fiir die nonrestoring Division konnte eine Transformation angegeben werden,
mit der eine DD-basierte Verifikation mit linearem Platzbedarf moglich ist. Mit Hilfe des
vorgestellten Verfahrens konnten Dividierer mit einer Bitbreite von 96 Bit in weniger als
10 Stunden vollautomatisch verifiziert werden.

Das neu entwickelte Verifikationsverfahren unterscheidet sich grundlegend zu den in
Kapitel f-3 auf Seite b4 vorgestellten bisherigen Ansétzen:

e Im Gegensatz zu den bisherigen DD basierten Anséatzen ist erstmals eine vollstan-
dige Verifikation moglich.

e Im Gegensatz zu den auf Model Checking und Theorem Proving basierenden Ver-
fahren sind keine manuellen Eingriffe wahrend des Verfahrens notwendig.

Weiter konnte gezeigt werden, dass das Verfahren robust ist gegeniiber Modifikationen
innerhalb der einzelnen CAS-Zellen, z.B. bei der Verwendung von schnelleren Addierern,
ist. Analog ldsst sich auch motivieren, dass die restoring Division mit dem vorgestellten
Verfahren effizient verifiziert werden kann.

Zudem wurde ein Verfahren aufgezeigt, dass mit einer einfacheren Transformation
auskommt, dafiir aber linear viele DC-Minimierungen benotigt. Momentan ist mit dieser
Variante noch keine effiziente Verfikation méglich, es wurden bei den Untersuchungen fiir
dieses Verfahren gute Algorithmen zur DC-Minimierung bei K¥BMDs mit pDyz-Knoten
entwickelt.

Weitere Untersuchungen sollen zeigen, wie das Verfahren auf andere Dividierer mit
der Addition und Subtraktion als Basisoperation iibertragen werden kann. Am inter-
essantesten diirfte hierbei die Verifikation des im Pentium eingesetzten SRT-Dividerers
sein. Hierbei muss zusétzlich eine Look-Up-Table effizient als DD-dargestellt (siehe [4])
und in das Verfahren integriert werden.

Ein weiteres Gebiet ist die Verifikation von Dividierern, welche die Multiplikation
als Basisoperation verwenden. Hierbei berechnet eine Stufe die Multiplikation und es
ergeben sich andere Invarianten auf den einzelnen Schnitten. Momentan ldsst sich noch
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keine Aussage treffen, ob ein auf der vorgestellten Grundidee basierendes Verfahren auch
bei dieser Klasse von Schaltkreisen Erfolg haben kann.

Gerade beim Ubertragen des Verfahrens auf andere Dividierer kénnte es niitzlich sein
auch die Variante mit DC-Minimierung einzusetzen, da hier keine Erweiterung auf jeder
Stufe notwendig ist.

Zu untersuchen bleibt weiterhin, ob sich die Grundidee des Verfahrens, die Transfor-
mation des zu verifizierenden Schaltkreises mit Hilfe der inversen Funktion, auf andere
strukturierte Schaltkreise iibertragen lasst.
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A. Stromlaufplane

Im folgenden sind die Stromlaufpléane diverser Dividierer wiedergeben. Es handelt sich
dabei jeweils um 4-Bit breite Dividierer. Zu beachten ist, dass aufgrund der Vorbedin-
gung 0 < D und 0 < R die Eingéinge der ersten Stufe nur 3 Bit breit sind, da das
Vorzeichenbit den konstanten Wert 0 hat. Im einzelnen zeigen die verschiedenen Abbil-
dungen:

Abbildung .1 zeigt eine Ubersicht der in den folgenden Schaltkreisen verwendeten Gat-
ter.

Abbildung [A72 zeigt einen 4 Bit restoring Dividerer, bei dem die Addition durch Carry-
Ripple Addierer realisiert wird. Deutlich sind die 4 identischen Stufen zu sehen,
die jeweils aus einer 4 Bit breiten CAS-Zelle mit nachgeschalteter Riickaddition
bestehen.

Abbildung [A73 zeigt einen 4 Bit breiten nonrestoring Dividierer. Deutlich sind die 4
CAS-Zellen und die nachgeschaltete Riickaddition zu erkennen. Die Addierer sind
als Carry-Ripple-Addierer implementiert.

Abbildung R4 zeigt die breite Variante des nonrestoring Dividierers. Besonders im di-
rekten Vergleich zu Abb. [A.3 ist die Verbreiterung der einzelnen Stufen besonders
deutlich.

Abbildung &5 zeigt, wie durch Verbreiterung der ,normale“ nonrestoring Dividierer,
wie er beispielsweise in Abb.[Ad dargestellt ist, in die breite Variante eingebettet
werden kann.
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Abbildung A.1. Ubersicht der verwendeten Gatter
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Abbildung A.2. 4 Bit restoring Dividierer
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Abbildung A.3. 4 Bit nonrestoring Dividierer
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Abbildung A.4. Breite Variante des 4 Bit nonrestoring Dividierers
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Abbildung A.5. 4 Bit nonrestoring Dividierer mit Verbreiterung
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B.

Uber die CD

Inhalt der CD

Die CD enthélt

eine elektronische Version der Diplomarbeit,

die Folien zu einem Vortrag iiber die Diplomarbeit,

eine Umsetzung des vorgestellen Verifikationsverfahrens,
Netzlisten fiir die nonrestoring Division verschiedener Bitbreiten,
eine Sammlung von Dokumenten iiber den Pentium Bug,

eine elektronische Version des Literaturverzeichnisses mit Verweisen zu den Orgi-
nalarbeiten.

Installation und Nutzung

Die CD ist unter allen Betriebsystemen nutzbar. Um die Handhabung zu vereinfachen
ist die CD mit einer HTML-basierten Oberflache ausgestattet.

Unter Windows ist die CD als so eingerichtet, dass nach dem Einlegen der CD auto-
matisch die Datei index.html geladen wird. Auf allen anderen Betriebsystemen sollte
die Datei index.html mit einem WWW-Browser betrachtet werden.
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